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ВАРІАЦІЙНИЙ ПРИНЦИП РЕЙСНЕРА, ДВОВИМІРНА МОДЕЛЬ 
МАГНЕТОЕЛЕКТРОПРУЖНОСТІ, ЕНЕРГОСТОКИ У ВЕРШИНИ 
ТРІЩИН, КОЕФІЦІЄНТИ ІНТЕНСИВНОСТІ ПОЛЬОВИХ ВЕЛИЧИН, 
МАКРОТРІЩИНИ, МЕТОД ШТРАФНИХ ФУНКЦІЙ, МІЖШАРОВИЙ 
ДЕФЕКТ, СИНГУЛЯРНІ ІНТЕГРАЛЬНІ РІВНЯННЯ, ОБОЛОНКА,. 
Об’єкт дослідження — механічні поля напружень і температур в 
околі підкріплень та концентраторів напружень, статистичні 
характеристики параметрів руйнування. Властивості функціональних 
композитних матеріалів. 
Мета роботи – розробка методики розрахунку багатошарових 
оболонок обертання при дії статичних і температурних навантажень; 
побудова структурної математичної моделі магнетоелектропружного 
композитного матеріалу з тріщинами. 
Методи дослідження: використовується узагальнений варіаційний 
принцип Рейснера, дискретно-структурна теорія багатошарових оболонок, 
метод штрафних функцій; метод інтегральних рівнянь та метод механічних 
квадратур; метод регулярних структур, метод натурного тензометрування. 
Актуальність теми дослідження: актуальність обумовлена 
відсутністю типових методик для розрахунку на міцність клейових 
з’єднань труб зі склопластикових матеріалів, рішення теоретичних й 
експериментальних завдань; побудова математичних моделей 
функціональних композитних матеріалів. 
Основні отримані результати:  
- проведено аналіз різних розрахункових моделей і методик 
розрахунку напружено-деформованого стану багатошарових елементів 
конструкцій; 
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- структуровані і узагальнені рівняння дискретно-структурної теорії 
багатошарових оболонок і пластин з дефектами структури матеріалу по 
товщині; 
- показана фізична коректність розрахункової моделі багатошарових 
тонкостінних конструкцій; 
- складена повна система розв’язувальних рівнянь дискретно-
структурної теорії багатошарових оболонок для розв'язання контактної 
крайової задачі в змішаній формі;  
- отримані розв’язувальні рівняння термопружності теорії 
багатошарових оболонок в змішаній формі;  
- створено методику дослідження термопружного стану 
багатошарових оболонок обертання; 
- розроблено теоретико-експериментальну методику визначення 
інтегральних термопружних характеристик композитів шаруватої 
структури; 
- експериментально досліджено деформований стан склопластикових 
труб та їх з’єднань з міжшаровими дефектами структури матеріалу 
методом тензометрування; 
- розв’язано задачу конструкційної міцності і створено методику 
визначення граничного внутрішнього тиску багатошарових циліндричних 
оболонок, досліджено напружено-деформований стан склопластикових 
труб в зоні їх з’єднань; 
- побудовано структурну математичну модель 
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Інтенсивне впровадження нових композиційних матеріалів у різні галузі 
сучасної техніки, насамперед, викликано високими техніко-економічними 
показниками конструкцій, створених на їхній основі. 
Більша частина випадків руйнування конструкцій, наприклад, 
склопластикових труб (СПТ) пов’язана з низькою міцністю механічних і 
адгезійних (клейових) з’єднань їхніх окремих елементів. Труби і деталі сполучень 
зі склопластику виготовляються під стикові з’єднання наступних типів: фланцеві, 
бугельні, бандажні або муфтові, раструбні, різьбові.  
Аналіз ефективності різних типів з’єднань доводить, що до основних переваг 
адгезійних з’єднань у порівнянні з їхніми механічними аналогами варто віднести: 
меншу концентрацію напружень, зниження маси з’єднання, мала ймовірність 
поширення тріщин. Основний недолік клейових з’єднань – низька міцність 
клейового шару при деформаціях зсуву та трансверсального відриву. 
Під час виготовлення і експлуатації багатошарових конструкцій, до яких 
можна віднести СПТ, на міжшарових поверхнях контакту жорстких армованих 
шарів утворюється тонкий клейовий прошарок, а також різного роду структурні 
недосконалості, наприклад, ділянки непроклею або відшарувань. Специфічними 
особливостями багатошарових конструкцій з композитних матеріалів є різко 
виражена анізотропія їх властивостей, відносно низький опір поперечним та 
трансверсальним деформаціям, істотна відмінність механічних і теплофізичних 
характеристик шарів. 
З урахування наведених особливостей деформування багатошарових 
елементів конструкцій можна стверджувати, що традиційно використовувані в 
розрахункових моделях оболонок і пластин із композиційних матеріалів умови 
неперервності переміщень і напружень (ідеального контакту) при переході від 
одного сусіднього жорсткого армованого шару до іншого не виконуються. 
Із-за складності чисельної реалізації розглянутих задач, отримані теоретичні 
результати потребують експериментальної перевірки, особливо, якщо 
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досліджується несуча здатність багатошарових тонкостінних елементів 
конструкцій з урахуванням різного роду початкових дефектів структури матеріалу. 
Тому розробка нових методик розрахунку напружено-деформованого стану 
багатошарових конструкцій з дефектами структури на основі уточненої дискретно-
структурної теорії, коли враховуються адекватні кінематичні та статичні умови 
контактної взаємодії суміжних поверхонь сполучених шарів під час дії як 
статичного, так і температурного навантаження визначає актуальність проведених 
досліджень. Через відсутність типових методик для розрахунку на міцність 
клейових з’єднань труб зі склопластикових матеріалів, рішення теоретичних  й 
експериментальних  завдань, які можуть виникнути при їхньому створенні, також 
уявляється актуальною проблемою. 
 
1 РОЗРАХУНКОВІ МОДЕЛІ І МЕТОДИКИ РОЗРАХУНКУ  
1.1 Розрахункові моделі багатошарових конструкцій  
 
Теорія тонкостінних конструкцій з композиційних матеріалів є одним з 
важливих розділів сучасної механіки деформованого твердого тіла. Як і раніше 
важливими залишаються задачі створення достовірних математичних моделей та 
розробка надійних і високоефективних методів розрахунку багатошарових 
конструкцій. Аналіз цілого ряду оглядів [1 – 6] показує , що всі дослідження з 
питань механіки тонкостінних армованих елементів конструкцій проводяться в 
таких основних напрямках. Перший напрям пов’язаний з вибором математичних 
моделей тонкостінних елементів конструкцій. Прийнята математична модель 
порівнюється з її класичним аналогом за рівнем обліку тих чи інших внутрішніх 
силових факторів, щодо адекватності постановки крайових задач неоднорідній 
структурі композиційного матеріалу. Для другого напрямку характерне 
обґрунтування запропонованих моделей, встановлення зв’язку між ними і 
просторовими задачами теорії пружності. По третьому напрямку проводиться 
аналіз методів вирішення різних класів задач і дослідження впливу геометричних і 
механічних параметрів і навантажень на поля напружень і переміщень, 
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пропонуються варіанти використання отриманих результатів розрахунку при 
проектуванні тонкостінних елементів конструкцій різного призначення. 
Основи класичної теорії анізотропних оболонок отримали детальне 
відображення в монографіях С. А. Амбарцумяна [7, 8], Я. М. Григоренко [9], В. І. 
Корольова [10] і С.Г. Лехніцького [11]. Детальна бібліографія з класичної теорії 
анізотропних пластин і оболонок є в огляді Е.І. Гріголюка і Ф. А. Когана [12]. 
Підкреслюється, що ця теорія “є коректною для тонких ізотропних і слабо 
анізотропних оболонок, у яких жорсткості шарів одного порядку (розрахункові 
схеми шарів еквівалентні)”. 
Як відомо, втрата несучої здатності шаруватих систем при дії стискаючого 
навантаження через слабкий опір поперечному відриву і міжшаровому зсуву 
відбувається задовго до досягнення напруженнями граничних значень. Тому при 
розрахунках на міцність і стійкість тонкостінних елементів, що мають шари 
зниженої жорсткості, класична теорія виявляється неприйнятною. Зазначені 
невідповідності класичної моделі і реальних умов деформування матеріалу 
шаруватих конструкцій стали основною причиною створення уточнених теорій 
анізотропних пластин і оболонок, які враховують поперечні деформації зсуву та 
обтиснення. 
Перший варіант уточненої некласичної теорії належить С.П. Тимошенко [13]. 
При вирішенні задачі згинальних коливань балки він вводить додатковий кут 
повороту поперечного перерізу, що виникає через деформації поперечного зсуву. 
Модель, запропонована С.П. Тимошенко, отримала широке узагальнення в теорії 
однорідних і анізотропних пластин і оболонок.  
Некласична теорія пластин вперше побудована Е. Рейснером [14]. При її 
побудові в якості вихідних гіпотез взято основні розрахункові напруження – 
тангенціальні компоненти тензора напружень. Для них прийнятий лінійний закон, 
який відповідає допущенню про лінійну зміну тангенціальних переміщень – 
гіпотеза прямої лінії. Отримано систему з двох рівнянь. Перше рівняння четвертого 
порядку характеризує вигин пластини. Друге рівняння другого порядку описує 
напружений стан, яке носить місцевий характер і швидко згасає при видаленні від 
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краю пластини.  
Розвиток некласична теорія оболонок і пластин отримала в працях: 
С.А.Амбарцумяна [7, 8, 15], В. В. Васильєва [16], Я. М. Григоренка [17 – 19], А. Н. 
Гузя, І. Ю. Бабича, Я. М . Григоренка [46], Л. Г. Донелла [21], П.М.Нагді [22] та 
інших вчених. Особливо ефективними при побудові уточнених теорій пластин і 
оболонок виявилися методи, в основу яких покладені узагальнені варіаційні 
принципи теорії пружності. 
Аналізу і зіставлення моделей пластин типу Тимошенко і Рейсснера 
присвячені роботи В. В. Васильєва [23] і В. Г. Піскунова, А. О. Рассказова [25]. 
Відзначається, що в розглянутих варіантах безперервно-структурних моделей 
теорії шаруватих пластин і оболонок має місце спадкоємність некласичних теорій 
однорідних конструкцій. Зберігається загальне протиріччя, властиве цим теоріям: 
невідповідність між геометричною моделлю, яка враховує викривлення нормалі, і 
системою внутрішніх зусиль, яка відповідає гіпотезі прямої лінії. Це протиріччя 
вносить похибку у результати розв’язків і скорочує область застосування теорії.  
Узагальнення моделі Тимошенко для розрахунку багатошарових оболонок 
виконано Е. І. Гріголюком і Г. М. Куликовим [25]. Тут, зокрема, розроблений 
енергетичний критерій визначення коефіцієнта зсуву для шаруватої структури. У 
роботі В. В. Пікуля [26] пропонується варіант фізично коректної прикладної 
уточненої теорії оболонок, де на основі методу мінімізації нев'язок врахована 
підвищена податливість оболонки в поперечних напрямках. Метод зважених 
нев'язок використовується при побудові уточненої теорії анізотропних  
оболонок в [27]. 
Некласичні теорії пластин і оболонок останнім часом активно розвиваються. 
Так вектор переміщень і, відповідно, тензори деформацій і напруг повинні 
включати складові, які враховують поперечне обтиснення від безпосереднього 
докладання зовнішніх навантажень. 
Є класи задач механіки деформованого твердого тіла, в яких врахування 
поперечного обтиснення справляє визначальний вплив на результат. Це задачі 
контакту пластин і оболонок з жорсткими тілами (штампами), а також задачі 
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взаємного контакту оболонок. Для таких задач облік поперечного обтиснення 
необхідний для того, щоб встановити реальну картину розподілу напружень по 
області контакту, тобто контактних напружень. Проблема обліку напружень і 
деформацій поперечного обтиснення проаналізована в [28]. 
Обґрунтування припущень некласичних моделей неоднорідних оболонок 
здійснюється, як правило, двома різними способами. Один з них полягає в 
зіставленні отриманих на їх основі значень напружень і переміщень з даними 
точних або досить точних рішень окремих класів задач тривимірної теорії 
пружності. Огляд по аналітичним методам розв'язання тривимірних задач статики 
анізотропних тіл представлений в роботі Ю. Н. Неміша [29]. Для другого підходу 
характерно, що відповідне обґрунтування проводиться асимптотичними методами. 
Ці методи побудови двомірних моделей пружного деформування 
тонкостінних тіл, що враховують вплив поперечних деформацій, засновані на 
розкладанні в ряди по системам функцій деякого малого параметра переміщень і 
напружень. Як правило, передбачається, що товщина оболонки значно менше 
інших характерних геометричних розмірів оболонки. Аналіз по асимптотичним 
методам приведення тривимірних задач теорії пружності до двовимірних моделей 
містяться в роботах [55, 56]. 
А.С.Сахаровим і його співавторами [31] запропонована математична модель 
деформування багатошарових композитних оболонкових систем, що є 
узагальненням моделі Тимошенко. Переміщення мають два ступені апроксимації. 
Перша заснована на гіпотезі прямої лінії, а друга вводить цю гіпотезу пошарово, 
тобто гіпотезу ламаної для пакета шарів. Перавага моделі полягає в простоті 
реалізації, тому система розв’язуючих рівнянь включає тільки диференціальні 
оператори другого порядку. 
Співвідношення пружності в розглянутих вище варіантах уточнених теорій 
анізотропних тонкостінних конструкцій включають інтегральні (приведені) 
жорсткісні характеристики, що не дозволяє в достатньо повній мірі оцінювати 
вплив неоднорідності механічних параметрів по товщині. Зазвичай в теорії тонких 
багатошарових пластин і оболонок з ідеальним зчепленням між шарами 
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застосовуються два різні підходи до побудови уточнених двовимірних теорій: 
структурно-безперервний (феноменологічний) і дискретно-структурний. 
При феноменологічному підході частково-неоднорідна по товщині шарувата 
пластина або оболонка розглядається як квазіоднородна з наведеними пружними 
характеристиками. Порядок вихідних при цьому рівнянь не залежить від числа 
шарів. При дискретно-структурному підході враховується неоднорідність 
оболонки по товщині введенням кінематичних або статичних (або кінематичних і 
статичних) гіпотез для кожного окремого шару. Порядок вихідних при цьому 
рівнянь залежить від числа шарів, ці рівняння дозволяють враховувати локальні 
ефекти на границях контакту шарів. Тому саме дискретно-структурний підхід 
виявився придатним, зокрема, для розрахунку багатошарових конструкцій з 
різного роду недосконалостями поверхонь контакту шарів. 
Окремо слід виділити клас задач, пов'язаних з розрахунком тришарових 
пластин і оболонок [32]. Такі конструкції включають в себе два несучих шара і 
заповнювач, що забезпечує їхню спільну роботу. Для виведення рівнянь 
тришарових конструкцій кінематичні гіпотези застосовуються для кожного 
окремого шару. У цьому зв'язку порядок таких рівнянь буде визначатися кількістю 
шарів. Огляд результатів досліджень напружено-деформованого стану, стійкості  і  
коливань  тришарових  оболонок  і пластин можна знайти в роботах Л. Лібреску, Т. 
Хаузі [59], А. Нура [34]. 
Рівняння багатошарових пластин з довільною кількістю шарів були 
побудовані В. В. Болотіним [35, 36] стосовно армованих шаруватих середовищ. Тут 
багатошарові пластини представлені як системи жорстких і м'яких шарів, що 
чергуються. М’які шари визначаються властивостями зв’язуючого і сприймають 
поперечні дотичні напруження. Для жорстких шарів справедлива гіпотеза прямої 
нормалі. Як граничний варіант загальної моделі запропонована теорія шаруватих 
композиційних матеріалів дрібно шаруватої структури. 
Слід зазначити, що при постановці, яка враховує тривимірний характер 
роботи кожного шару, пошаровому задоволенні умов на торцях, дискретно-
структурна теорія дозволяє з високим ступенем точності описати як загальний 
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напружено-деформований стан, так і локальні ефекти в шарах, наприклад, місцеву 
втрату стійкості. 
При розрахунках шаруватих оболонок часто доводитися враховувати різного 
роду недосконалості, тобто початкові прогини серединної поверхні несучих шарів, 
непроклеї,  тощо. У цьому зв'язку кращою виявляється дискретно-структурна 
теорія багатошарових оболонок, вихідна математична модель якої враховує 
специфіку роботи кожного окремого шару. Трудомісткість задач значно зростає, 
якщо на ділянці розшарування враховується контакт шарів. 
 
1.2 Чисельне моделювання напруженого стану і експериментальні 
дослідження шаруватих конструкцій  
 
Найбільш ефективний і універсальний чисельний метод механіки 
деформованого твердого тіла – метод скінчених елементів (МСЕ). В [37] прийнята 
наступна класифікація скінчених елементів (СЕ) кусково-неоднорідної (шаруватої) 
структури: просторові або тривимірні СЕ; спеціалізовані двовимірні СЕ для 
розрахунку тришарових конструкцій; двовимірні СЕ для розрахунку шаруватих 
систем з довільною кількістю шарів [38 – 40].  
Інший напрямок чисельно-аналітичних підходів покладено роботами 
Я.М.Григоренко і його співавторами [9, 17 – 18, 41], де за допомогою різних 
аналітичних прийомів співвідношення розглянутої математичної моделі оболонки 
або пластини зводяться до системи диференціальних рівнянь зі змінними 
коефіцієнтами. Крайові задачі при цьому вирішуються стійким чисельним 
методом, як правило, методом дискретної ортогоналізації С.К.Годунова [42].  
Наявність локальних і крайових ефектів, які викликані неоднорідною 
структурою нових конструкційних матеріалів, високою змінюваністю зовнішнього 
навантаження, способом кріплення країв конструкції, накладає певні умови на 
розглянуті крайові задачі, коли має місце нестійкість рахунку в процесі їх чисельної 
реалізації завдання. Останнім часом для таких задач широко використовується 
математичний апарат сплайн-функцій [43], перевага якого полягає у високій 
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стійкості сплайнових апроксимацій щодо різного роду локальних збурювань, 
швидкої збіжності, простотою і зручністю реалізації алгоритмів. Огляд робіт з 
теорії пластин і оболонок з використанням методу сплайнової апроксимації 
наведений в [44]. До чисельно-аналітичних підходів також варто віднести методи, 
у яких на основі гібридного підходу використовується комбінація методів 
скінчених різниць і граничних елементів, а також методу рядів Фур'є і методу 
граничних елементів. 
Для наукового обґрунтування теорії шаруватих систем був виконаний ряд 
експериментальних досліджень, ціль яких складалася у виявленні особливостей 
деформування цих систем і обґрунтування положень теорії. Дані про 
експериментальні роботи порівняно не чисельні [45 – 53]. Спочатку експерименти 
були поставлені і проведені для тришарових конструкцій.  
Несуча здатність склопластикових трубчастих зразків при осьовому 
розтяганні залежно від величини кута укладання шарів перехресно армованого 
композита теоретично і експериментально вивчалася авторами роботи [48].  
Випробування тонкостінних труб зі склопластику [51 – 52] проводилися на 
деформації розтягання з крученням та внутрішній і зовнішній тиск, також вивчався 
напружено-деформований стан зразків при дії на них різного роду сполучень 
зазначених видів навантаження. Всі зразки труб випробовувалися до руйнування. 
Експериментальна перевірка найпоширеніших критеріїв міцності Мізеса-Хілла, 
Фішера, Прагера, Верена, Нориса, Ашкеназі для композиційних матеріалів 
проведена в [51].  
Методика визначення масштабних коефіцієнтів подібності фізико-
механічних характеристик конструкцій зі склопластику запропонована в роботі 
[52]. Для експериментальної перевірки цієї методики зі склопластику були 
виготовлені зразки різних розмірів у вигляді пластинок, призм і кілець. Результати 
випробувань серії великомасштабних і дрібномасштабних зразків показали, що 
існує проста статистична подібність  в межах 12%. Зразки [54], отримані 
спіральним намотуванням просоченого смолою базальтового джгута на 
циліндричне металеве оправлення, випробовувалися на розрив і зсув армованого 
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шару до його руйнування. Попередньо розриву армованого шару  під час 
розтягання зразка відбулося руйнування поверхні розділу метал – армований шар 
внаслідок поширення міжфазної тріщини. 
 
1.3 Деформація композиційних матеріалів при дії температурного 
навантаження   
 
Ефективність роботи композиційних матеріалів в сучасних виробах 
забезпечується поєднанням в композитах наступних властивостей: малої 
щільності, високої жорсткості і високої міцності при можливості управління цими 
властивостями раціональним армуванням; високою теплоізоляційною і 
теплозахисною здатністю; об'єднанням в одному конструктивному елементі 
силових, теплоізоляційних і теплозахисних функцій. 
Але реалізація переваг композиційних матеріалів у порівнянні з 
традиційними матеріалами можлива лише на основі глибокого розуміння їхньої 
роботи в конструктивних елементах при реальній експлуатації. 
У число завдань, вирішення яких необхідне для більш широкого 
впровадження композиційних матеріалів в техніці, входить: експериментальне 
вивчення теплового деформування, в'язкопружних і міцностних властивостей 
композиційних матеріалів при постійних і змінних підвищених або високих 
температурах, так як температура є чинником, який дуже сильно впливає на фізичні 
і механічні властивості композитів; розробка математичних моделей фізико-
механічної поведінки композитів і конструкцій з них, і створення на їх основі 
програм оптимізаційних розрахунків на ЕОМ параметрів багатошарових 
конструкцій з композиційних матеріалів, що дозволяють враховувати силові і 
теплові впливи; розробка чисельних методів розрахунку конструкцій з 
композиційних матеріалів при підвищених і високих температурах, а також 
розробка методів експериментального підтвердження міцності конструкцій з 
композитів. 
Існують два шляхи визначення ефективних характеристик композитів. 
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Перший напрямок є чисто феноменологічним, причому фізико-механічні сталі 
визначаються на основі лабораторних випробувань зразків із шаруватих матеріалів. 
Другий підхід базується на елементах структурного аналізу і припускає вираз 
фізико-механічних характеристик шаруватого середовища через фізико-механічні 
характеристики матеріалів шарів, через їх питомий об'ємний зміст, товщину шарів 
і інші макроскопічні параметри. Другий шлях являється кращим як з теоретичної, 
так і практичної точки зору. В силу актуальності проблеми визначення ефективних 
термомеханічних характеристик композитів за останні роки запропоновано безліч 
структурних моделей механіки шаруватих тонкостінних конструкцій [7, 16, 55 – 
60]. Автори роботи [55] розглядають композиційний матеріал, що складається з 
шарів з різними теплофізичними характеристиками. Якщо їх товщина досить мала 
у порівнянні з розмірами оболонки і відстанями, на яких температура і тепловий 
потік змінюються на помітну величину, то розрахунок теплофізичних 
характеристик пакету можна виконувати, приймаючи моношар анізотропним і 
квазіоднорідним з осередненими коефіцієнтами теплопровідності, 
температуропровідності та лінійного теплового розширення. 
Визначенню ефективної теплопровідності в односпрямованому композиті 
присвячені роботи В.С.Зарубіна, Г.Н.Кувиркіна та ін. [61 – 68]. Односпрямований 
волокнистий композит по відношенню до властивості теплопровідності є 
анізотропним матеріалом, що характеризується тензором другого рангу ефективної 
теплопровідності. Компоненти цього тензора залежать від ряду параметрів, які 
входять в математичну модель процесу переносу теплової енергії в такому 
композиті. 
Основна особливість всіх цих теорій полягає в тому, що вони базуються на 
співвідношеннях і рівняннях симетричної теорії пружності. Визначення 
ефективних термомеханічних характеристик шаруватих композитів в рамках 
несиметричною теорії пружності розглядається в роботі [69]. 
Існує достатня кількість гіпотез і припущень, а також і розрахункових 
співвідношень механіки деформованого твердого тіла, які використовують в 
механіці композиційних матеріалів. Так, напружено-деформований і 
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температурний стан конструкцій з композиційних матеріалів характеризується [60, 
67, 69 – 73] переміщеннями  ,j ku x t , деформаціями  ,ij kx t , напруженнями 
 ,ij kx t  при i, j = 1,2,3 і температурою  ,kT x t  в усіх точках тіла xk , k = 1,2,3 в 
кожен момент часу t. 
Але, на відміну від традиційної механіки деформованого твердого тіла, 
розгляд конструкції з композиційних матеріалів, особливо при підвищених і 
високих температурах, призводить до більш складних задач. 
Багато в чому це пов’язано з інтенсивною повзучістю полімерних композитів 
[65, 74 – 77], коли навіть при незмінних температурах, граничних умовах і 
зовнішніх силах поля ui , εij , σij змінюються в часі. 
Перший етап розв’язання задач термопружності – визначення температурних 
полів [46, 78 – 81] за допомогою рівнянь теплопровідності. При цьому, як правило, 
вважається, що напружено-деформований стан не впливає на розподіл температур 
в конструкції, тобто розглядається незв'язана задача термопружності. Розрив 
зазначеного зв'язку істотно спрощує розв’язання задач термопружності. Другий 
етап – визначення напружено-деформованого стану конструкції з урахуванням вже 
відомого розподілу температурного поля в конструкції [7, 16, 48, 53, 60, 68, 77, 81 
– 92]. 
Системи нелінійних тривимірних динамічних рівнянь зв’язаної задачі 
термопружності для опису поведінки багатошарових оболонок вперше були 
отримані В.В. Бакуліним і І.Ф. Зразковим [93]. Також були розроблені методи їх 
вирішення. В.В. Бакулін розробив ефективний підхід для побудови уточнених 
чисельно-аналітичних моделей шаруватих, в тому числі тришарових оболонок, при 
адекватному моделюванні геометрії конструкцій, їх умов закріплення та 
навантаження, деформацій, анізотропії, змінних фізико-механічних властивостей і 
параметрів напружено-деформованого стану по товщині шаруватого пакету і 
окремих шарів, що дозволило значно розширити клас розв’язуваних задач із 
розрахунку оболонкових конструкцій [94, 95]. 
Під час оцінки граничного стану конструкцій із композиційних матеріалів 
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значна увага має приділятися вивченню закономірностей їх теплового 
деформування. Це пов’язано з тим, що теплова деформація композиційних 
матеріалів залежить як від складу і структури матеріалу, так  і характеру розподілу 
температурного навантаження в часі [59, 64, 96 – 97]. 
Складна багатофакторна залежність коефіцієнта теплового деформування 
композиційних матеріалів ускладнює його вивчення як в експериментальному, так 
і в теоретичному плані. Тому на цей час ця фізична характеристика для більшості 
композиційних матеріалів ще недостатньо вивчена. 
Експерименти доводять [64, 97], що для багатьох композиційних матеріалів 
при температурах нижче 150 ˚С процеси термодеструкції полімерного сполучного 
мало помітні, внаслідок чого в даному температурному діапазоні при зростанні 
температури матеріал розширюється. Зі збільшенням температури вище 150 °С 
деформація зменшується. 
Досить глибокий аналіз особливостей теплового деформування вугле- і 
склопластиків з полімерною матрицею, представлений в роботі [97], де вивчено ряд 
основних закономірностей теплового деформування полімерних композиційних 
матеріалів. Тут наголошується, що при високотемпературному нагріві композитів 
в них відбуваються фізико-хімічні перетворення, при яких матеріал типу 
склопластиків, вугле-, вуглеметалопластиків, зв’язуючими в яких є фенольні, 
фенолоформальдегідні або інші смоли, перетворюються в пористу композицію, що 
складається з коксу, зміцненого азбестовими, кремнеземними, вугільними, 
металевими або іншими волокнами. 
Для виявлення особливостей теплового деформування теплозахисних 
склопластиків в реальних виробах, експериментально вивчалось теплове 
деформування склопластиків в умовах максимально наближених до умов 
експлуатації. Отримані результати представлені в роботах [76, 98 – 99]. 
При всьому різноманітті експериментальних і теоретичних досліджень 
теплового навантаження композиційних матеріалів ще рано говорити, що дана 
проблема повністю вирішена. 
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1.4 Розрахунки на міцність конструкцій з композиційних матеріалів  
 
Різні сторони сучасної механіки композитів відображені в  
монографіях [100 – 103] та оглядах [104 – 108]. Дослідження в області теорії 
шаруватих композитних систем показали, що при впливі на них силових полів, 
змінюваність яких описується довжинами хвиль, істотно перевищуючі розміри 
структурних елементів, композит можна розглядати як однорідний анізотропний 
матеріал. Специфіка полягає тільки в тому, що коефіцієнти рівнянь стану 
еквівалентного анізотропного матеріалу будуть залежати від властивостей 
складових компонент композиту. 
На цей час достатньо повно розроблені і обґрунтовані методи визначення 
ефективних характеристик композита, якщо його деформований стан описується 
узагальненим законом Гука [100], і значно в меншому ступені, якщо він 
деформується нелінійно або пластично [101, 109]. Такий підхід дозволяє 
здійснювати розрахунок конструкцій з композитів методами теорії пружності 
анізотропного тіла [110 – 113]. 
Однак варто відзначити, що модель композита як анізотропного тіла є 
наближеної, тому що вона не враховує ефектів мікромеханічного характеру [100]. 
Але вона виявилася досить обґрунтованої під час визначення таких інтегральних 
характеристик як переміщення, зусилля і моменти, а також критичних навантажень 
і частот коливань оболонок. 
Експериментально і теоретично доведено [109, 114], що шаруваті 
композиційні матеріали через високу анізотропію фізико-механічних 
характеристик елементарних шарів, починаючи з деякого рівня навантаження, 
проявляють властивості не пружної деформації. Шари, для яких критерій міцності 
виконуються раніше під час зростання навантаження, вже не можуть сприймати 
додаткове навантаження. Відбувається перерозподіл навантаження на не 
зруйновані шари. У цілому шаруватий пакет зберігає несучу здатність, однак його 
жорсткість змінюється в процесі навантаження. Прояв не пружної деформації 
волокнистих композитів на макрорівні може бути також наслідком стійкого 
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процесу нагромадження або розвитку мікротріщин у структурі матеріалу.  
У роботі [100] запропоновані методи визначення ефективних характеристик 
матеріалу при наявності тріщин на границі волокно – в’яжуче. Ці методи можна 
використати для визначення модулів матеріалу на кожному етапі навантаження, 
якщо відомі розміри тріщин при досягнутому рівні навантаження.  
Різні критерії міцності з’єднання шарів при наявності розшарувань, види й 
моделі руйнування, а також експериментальні методи визначення опору 
композитів розшаруванню розглядаються в [115 – 122].  
Прогнозування характеристик міцності композиційного матеріалу методами 
структурного моделювання в ряді випадків приводить до невірних результатів не 
тільки в кількісному, але і у якісному відношенні. Це доводиться тим, що 
руйнування композита є багатофакторним фізично неоднорідним процесом [123], 
де фізико-механічні характеристики елементів композиту  грають важливу, але не 
визначальну роль. Процесу макроруйнування композита, що звичайно приводить 
до повної втрати його функціональних якостей як конструкційного матеріалу, 
передує більш-менш тривалий період зародження, взаємодії і розвитку в обсязі 
композита різних мікродефектів, про що свідчать дані сейсмоакустичних, 
рентгеноструктурних та інших методів дослідження [124]. 
На міцність конструкції з композиційного матеріалу істотний вплив роблять 
його розміри, форма і характер навантаження (швидкість та тип навантаження, 
взаємодія різних типів навантаження між собою, а також такі супутні фактори, як 
температура, вологість, радіація тощо) [125 – 128].  
Структурний підхід до оцінки макроміцності композита складається у 
визначенні залежності характеристик макроруйнування композита, так званих 
границь міцності [101, 129 – 132], від характеристик міцності структурних 
елементів і параметрів макроструктури композита. При цьому характеристики 
міцності структурного елемента визначаються експериментально або теоретично 
під час врахування спільної роботи його вихідних елементів. 
Критерії початкового руйнування, що враховують умови виникнення 
дефектів структури композита, запропоновані в роботах А. М. Скудри і 
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Ф.Я.Булавса [133 – 134].  
Для композитів із пластичною матрицею початок руйнування зв’язують із 
виникненням в матриці пластичних деформацій. Як критерій початкового 
руйнування для таких матеріалів вибирається одна з умов пластичності [101], при 
цьому поверхня початкового руйнування композита буде збігатися з поверхнею 
плинності матеріалу матриці.  
У випадках, коли ранні стадії руйнування конструкційного матеріалу за 
умовами експлуатації конструкції припустимі або руйнування матеріалу 
розглядається на більш високих структурних рівнях, початок руйнування 
композита зв’язують із руйнуванням окремих структурних елементів відповідного 
порядку. Так для шаруватих композитів застосовується пошаровий аналіз 
руйнування [114, 135].  
Ідея пошарового аналізу руйнування шаруватого композита складається в 
оцінці несучої здатності кожного моношару пакета з наступним виключенням з 
розгляду зруйнованих і перерахуванні граничного навантаження. Процедура 
припиняється після виконання критерію макроруйнування шаруватого пакета. 
 
1.5 Висновки по першому розділу  
 
Проведено аналіз різних розрахункових моделей і методик розрахунку 
напружено-деформованого стану багатошарових елементів конструкцій з 
дефектами структури від дії статичних та температурних навантажень. Результатом 
аналізу став висновок, що в даний час проводиться активна робота по створенню 
ефективних методик розрахунку багатошарових конструкцій на основі дискретно-
структурної теорії, коли враховується анізотропія термопружних властивостей 
матеріалу, схеми армування, особливості спільної роботи та умови контакту шарів, 
температурні навантаження. Актуальними також залишаються питання 
експериментальної перевірки різних моделей, які враховують дефекти структури 
композиційного матеріалу, вплив температури. 
 
 24 
2 ДИСКРЕТНО-СТРУКТУРНА ТЕОРІЯ ОБОЛОНОК ОБЕРТАННЯ 
БАГАТОШАРОВОЇ СТРУКТУРИ 
 
Даний розділ присвячений розробці методики розрахунку багатошарових 
оболонок обертання при дії статичних і температурних навантажень, згідно якої 
реалізуються як ідеальні, так і ослаблені умови контакту сполучених поверхонь 
анізотропних шарів з різними напрямками армування матеріалу. Основні 
результати цього розділу викладені в роботі [136]. 
На основі запропонованого в [136] варіанта дискретно-структурної теорії 
розроблена одна з моделей, згідно з якою враховуються ослаблені умови контакту 
сполучених поверхонь анізотропних шарів з різними напрямками армування 
матеріалу. 
Внаслідок того, що між жорсткими шарами в процесі виготовлення 
анізотропних оболонок утворюється міжфазний м'який клейовий шар, товщину 
цього шару, як правило, вважають рівною нулю. Тоді відповідно до допущень 
розглянутого варіанта моделі передбачається пружне проковзування жорстких 
шарів один щодо одного, тобто по лицьовим сполученим поверхням виконуються 
тільки статичні умови контакту. Вважається, що напруження поперечного зсуву та 
обтиснення на границі контакту рівні між собою. 
Для оцінки достовірності результатів, отриманих по першій і другій моделі, 
розроблений варіант нелінійної теорії анізотропних оболонок з урахуванням 
поперечного зсуву та обтиснення із залученням варіаційного принципу Рейснера і 
безперервно-структурної моделі теорії пластин і оболонок. 
Крім того, запропоновано варіант рівнянь теплопровідності для 
багатошарової оболонки, яка складається з n анізотропних криволінійних шарів з 
різними теплофізичними властивостями. Наведена задача теплопровідності 
розв’язується без урахування впливу деформування конструкції на зміну поля 
температур і відноситься до класу незв'язаних задач теорії термопружності. 
На основі узагальненого варіаційного рівняння принципу Рейснера і 
дискретно-структурної теорії багатошарових оболонок складені рівняння 
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термопружності в змішаній формі. 
 
2.1 Геометрично нелінійна деформація криволінійного шару за 
уточненою теорією Тимошенко  
 
Нехай багатошарова оболонка складається з анізотропних криволінійних 







.  Для позначення площі нижньої і верхньої лицьових 








 бокова поверхня, що є об’єднанням лінійчатих поверхонь, 
перпендикулярних серединним поверхням кожного k го шару. Вважається, що 
k й шар недеформованої оболонки віднесений до ортогональної криволінійної 
системи гаусових координат  ki ),i( 21 ,  kz . Координата  kz  спрямована по 
загальній нормалі  km  до серединної поверхні )k(S  і еквідистантної поверхні 
)k(
zS  
k го шару. Індекс “ z ” при введенні інших символів вказує,  що відповідні 
величини відносяться до точки       )z,,( kkk 21   еквідистантної поверхні 
)k(
zS . 
Положення точки недеформованої поверхні 
)(k
zS  буде визначатися радіус-вектором 










)k( hzh                              (2.1) 
базисні вектори в точці    kki z,  поверхні 
)k(
zS   
 
 


















     kki m
  ,        (2.2) 
де )k(r  радіус-вектор точки серединної поверхні )k(S ;  km  – нормаль одиничної 




















   ),j,,i( 2121  –     (2.3) 
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похідна нормалі  km . 
Вектор повного переміщення  kzu
  точки k го жорсткого шару згідно з 
уточненою теорією оболонок Тимошенка можна представити у вигляді 
           kkkkkk
z )z(zuu 
  ,                                         (2.4) 
де   ku  вектор переміщення точок серединної поверхні )(kS ;   k  вектор-функція 
кутів повороту і обтиснення волокон, перпендикулярних недеформованій 
серединній поверхні )k(S ;   )z(k  нелінійна безперервна функція розподілу 
тангенціальних переміщень по товщині k го шару, аналіз і апроксимація якої 
наведені в [163 – 164];       ),( kkk 21 

 вектор функцій зсуву.  
Тут для врахування деформацій поперечних зсувів і обтиснень вводиться 
припущення про те, що перпендикулярний недеформованій (вихідній) 
координатній поверхні оболонки прямолінійний елемент після деформації 
виявляється вже не перпендикулярним деформованій поверхні і змінює свою 
довжину. При цьому вираз (2.4) визначає нелінійний характер зміни 
тангенціальних переміщень по товщині k го шару. Коваріантні компоненти 
векторів      kkk ,,u    записуються за допомогою наступних виразів: 
       kkk
i
i)k(k wmuru   ,          kkkii)k(k mr 
  ,       kii)k(k r 
  .             (2.5) 
Тоді радіус-вектор точки k го шару оболонки після деформації буде мати вигляд: 
    ,u kz
)k(*k                                                    (2.6) 

























3                               (2.7) 
Коваріантні компоненти тензора кінцевих деформацій у точці      ),,( 21 kkk z  
визначаються як напіврізниці компонентів метричних тензорів до і після 
деформації              




ij 2  




ij 332   













    ,)(3)()(3 kkikig 



















kkkg   )2,1,2,1(  ji .                       (2.9) 
 
Підставляючи в (2.8), (2.9) значення базисних векторів (2.2), (2.7), неважко 


















































































































u    
Використовуючи операції тензорного аналізу і теорію середнього згину 
















kkzk                                                 (2.13) 
























                            (2.15) 












                        (2.16) 
У наведених співвідношеннях (2.11) – (2.15) нехтують впливом нелінійних 
членів на величини ,)(kij  ,)(kij  ,)(3ki  ,)(33k  за винятком доданків, добутки яких містять 
компоненти )(k . Це викликано, насамперед, тим, що тангенціальні переміщення 
,)(1
ku  ,)(2ku  оболонки істотно менші переміщень )(kw  в напрямку нормалі до 
серединної поверхні. Застосовуючи правило коваріантного диференціювання і 
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вирази символів Крістофеля 2-го роду, компоненти співвідношень (2.11) – (2.15) в 
ортогональних координатах, які збігаються з лініями головних кривизн, 

























































або з урахуванням фізичних компонент тензорів     ,)( )1(1 kk
k uAu       ,)( )2(2 kk
k uBu   
  ,)( )3(
kk uw   
    ,)( )( )11(
2
11
kkk eAe   (після перетворень дужки у індексів були прибрані) 
 























            ).,21( kk BA       (2.17) 
Символ    ),21( kk BA   означає, що інші формули виходять з наведених 
перестановкою індексів 1, 2 і параметрів Ламе    kk BA , . Аналогічно отримані інші 
співвідношення: 
 






















            ),,21( kk BA                       (2.18) 
 
 










            ),,21( kk BA                         (2.19) 
 









































































              (2.21) 














i zgzg                    (2.22) 


















kkkkk zg             ),,21( kk BA               (2.24) 
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де                










































































             (2.26) 
 























































B                              (2.28) 
 























































B                            (2.30) 
де  0kij  – компоненти тензора зміни кривизни серединної поверхні k го шару 
згідно лінійної теорії оболонок за гіпотезою Кірхгофа-Лява. 
Співвідношення (2.12), (2.20) і (2.21) можна представити в дещо іншому 
























kkkk zf              ),,21( kk BA                     (2.33) 
де                                                 
                                         ,2 )()()(3 kikiki    
 









































































                    (2.35) 
Компоненти )(kij  визначаються залежностями (2.29) і (2.30). 
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2.2 Розв’язувальні рівняння дискретно-структурної теорії 
багатошарових оболонок 
 
Теорія багатошарових оболонок і пластин займає проміжне місце між 
теорією анізотропних оболонок і точними підходами, заснованими на тривимірних 
рівняннях теорії пружності. Слід зазначити, що існує загальна методологія 
побудови теорій тришарових і багатошарових оболонок. Остання з них 
узагальнюється таким чином, що дозволяє вирішувати задачі з урахуванням 
дискретного характеру роботи кожного окремо взятого анізотропного шару 
оболонки, тому порядок розв’язувальних рівнянь тут буде визначатися кількістю 
розглянутих шарів. 
В якості розглянутої тут математичної моделі приймається модель 
багатошарової оболонки, яка складається з n тонких анізотропних шарів 
(рисунок2.1). Тонкою вважається оболонка (шар), якщо відносною товщиною 
h/Rmin (Rmin – мінімальне значення одного з головних радіусів кривизни) такої 
оболонки можна знехтувати в порівнянні з одиницею. 
 
  
                      а)                                                                      б) 
Рисунок 2.1 – Розрахункова модель багатошарової оболонки. 
 
Нехай анізотропна оболонка розбита на n  тонких дискретних шарів. При 




























деформацій по товщині кожного дискретного шару, що розглядається як окремо 
взята оболонка із заданою локальною системою координат. Задавши напрямок 
поверхневого навантаження (рисунок 2.1), слід визначити властивості локальних 
систем координат      , ,k k kz    кожного k -го шару і загальної системи гаусових 
координат  , , z   . Вважається, що поперечні координатні лінії загальної і 
локальних систем суміщені, крім того, локальні координатні поверхні поєднані зі 
серединними поверхнями шарів. Нумерація шарів починається з боку від’ємних 
значень координати z  від одиниці до n . 
Варіаційне рівняння принципу Рейснера для багатошарової оболонки 
запишеться таким чином: 
      
    
 k
n n n
k k k k
R k
k k k V
R R A F dV      
  
        ,   (2.36) 
де ( )k
  – контраваріантні компоненти тензора напружень (перший індекс " "  
вказує на те, що ці напруження віднесені до одиниці площі недеформованої 
координатної поверхні x const   і діють на площадку на деформованій поверхні 
x const  , в яку переходить первісна координатна поверхня; другий індекс " "  
вказує на базисні вектори недеформованого тіла, щодо яких обчислюються 
компоненти тензора напружень); ( )k  – тензор деформацій Гріна; ( )kF – функція 
додаткової енергії деформації. 
Якщо для k -го шару оболонки використовуються наступні умови ідеального 
контакту між шарами (рисунок2.1): 
    , , ,k k k ku u 
         , ,k k k kX X
 
  ,   (2.37) 
або у векторному вигляді – 
      
 




k k k k
z i z i
h hu u 

               















   
             
 
  (2.38) 
тоді варіація елементарної роботи зовнішніх сил RА  запишеться в такому 
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вигляді: 
    
 
 
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   
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                                     dlLG kkSkkkSk   ,                                 (2.39) 
де    ,nS S   – серединні поверхні граничних шарів оболонки,  kS – серединна 
поверхня k -го шару;    ,k kl l   – частини контуру 
 kl  k -го шару, де виконуються 
статичні та геометричні граничні умови відповідно. Елемент площі бічної 
лінійчатої поверхні  kd  k -го шару з контуром  kl  дорівнює 
     
 k
k kd dl dz  ,  (2.40) 
а елемент об’єму – 
      
 k k k
kdV t dS dz .  (2.41) 
Вектори зовнішніх зусиль  kX

, моментів  kM

 і додаткових моментів  kB

, які 
діють в точках деформованої серединної поверхні k -го шару, будуть визначатися 
рівностями: 
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    
 
 
    ( )
h
h




       




      

   ,  (2.42) 















k k k k k
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X t X t X t dz
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   


   

















k k k k k
h
hM t X t X t P z dz
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    
 
 




k k k k
k k k k k
h
hB t X t X t P z dz 





     

   
,   (2.43) 
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X t q t X t dz
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   
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   
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hM t q t X t P z dz
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    
 
 




n n n n
n n n n n
h
hB t q t X t P z dz 





     

   ,   (2.44) 
де вектори  
 
 
 ,k kX X
    визначають контактні напруження відповідно на верхній 
(індекс «+») і нижній (індекс «-») обмежуючих лицьових поверхнях k -го шару.  
Контраваріантні компоненти вектора контактних напружень ( )kX

 і векторів 











   
 






  ,       
 
 
   
 





   
          
 
 
   
 





    
 
 
   
 
     .2,1*1331*1311   imqqq ii                  (2.45) 
Першу варіацію другого доданка рівняння (2.36) можна представити таким 
чином: 
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k k k k
R R R k k
k k k kV V
FdV dV           
           
    , 
 (2.46) 
де  










k k k z k z k zij i
R ij ik k k k
V V
dV dV                   ; (2.47) 











k k z k zf ij
R ij ik kij i
k kV V
F FW dV    
  
                       
    













      
.  (2.48) 
Підставляючи співвідношення (2.11) – (2.13) в (2.47) і враховуючи, що 
елемент недеформованого об’єму  kdV  дорівнює 
        
( ) ( ) ( )k k kk k k
kdV g d d dz a d d dz dS dz         ,  (2.49) 
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k k k kij
R ij i ik
S h




     







     
    
 
 (2.50) 
При виведенні рівняння (2.50) розглядався випадок середнього згину тонкого 
k -го шару оболонки. Якщо в (2.50) ввести віднесені до одиниці довжини 
координатних ліній недеформованої серединної поверхні k -го шару 
контраваріантні компоненти тензорів тангенціальних зусиль  
ij
kT , згинальних і 
крутних моментів  
ij
kM , додаткового згинального і крутного моменту  
ij
kL , а також 
контраваріантні компоненти вектора поперечних сил і додаткових поперечних сил 
деформацій зсуву і обтиснення        , , ,
i i i
k k k kQ Q L M
   щодо базисних векторів 
   ,k kr  
 : 
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    
 
 







ij ij ij ij
k k k k
h h
T dz M zdz 
 
  
   , 




   
 
 
   
 
 




kij ij i i i i k
k k k k k k
h h h
L z dz Q dz L z dz    
  
  
    
   
   , 
    
 
 








k k k k
h h
Q dz M zdz 
 
   
  
   ,   (2.51) 













k k k k kij ij ij i i
R ij i i i ik k k k k
S k
M L Q L                     
    
 
 
  )k z k zi ik kM Q dS 
 
    . (2.52) 
Ввівши інтеграл для додаткової роботи деформації k -го шару 













k k k k ij ij ij i i i
pk k k k k k k k k
h h




    
,  (2.53) 
який у разі малих деформацій можна вважати квадратичною функцією від 
напружень 
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   .
k k






      
    
              
   (2.54) 
Опускаючи цілий ряд громіздких перетворень варіаційних рівнянь, наданих 
в [136], та переходячи до фізичних компонент, рівняння рівноваги, віднесені до 
недеформованого стану k -го шару оболонки, запишуться 
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             kkkkkk ВALВВA  ;210131 .                    (2.55) 
При врахуванні обтиснення k -го шару до системи (2.55) необхідно додати 
восьме рівняння рівноваги 
  
    
 














                          .MQLkLkMkMkВA kkkkkkkkkkkk 033222111222111   (2.56) 
Граничні умови для пружного анізотропного шару.  
На контурі  kl  k -го шару оболонки мають місце вісім рівнянь рівноваги 
(2.55), (2.56) і статичні граничні умови: 
                    , , , , ,
nS n S mS m nS n S
k k k k k k k k k kR R R G G H H
   
                  
              
 , , .knS n S n n i ik k k k k S k S kL L L L M L M n
    
         (2.57) 
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Крім граничних умов (2.57), з варіаційних рівнянь виходять геометричні 
граничні умови і граничні умови змішаного типу:  
а) жорстко закріплений контур  
                 ,k k k k k k k k zn n nu u w                 (2.58) 
б) шарнірний, нерухомий в тангенціальному і нормальному напрямках 
контур, 
        
 
 
    ,k k k k k k zn nn k ku u w G L                 (2.59) 
в) шарнірний, нерухомий в тангенціальному напрямку контур, 





  ,k k k k km n n in ik k k ku u R G L M n   

             (2.60) 
г) шарнірний, вільний в тангенціальній площині контур, 





   k k k k zn n n
k k k kR R w G L

               .   (2.61) 
Співвідношення пружності для анізотропного шару. 
Нехай розглянутий анізотропний шар має одну площину пружної симетрії, 
дотичну до координатної поверхні, і напрямок осі ( )kz  перпендикулярний до цієї 
площини. Тоді число пружних постійних відповідно зводитися до 13, тобто вісім з 
21 пружних сталих узагальненого закону Гука повинні дорівнювати нулю: 
                 ,k k k k k k k ka a a a a a a a
                 
                 .05635251546342414  kkkkkkkk вввввввв  
Рівняння узагальненого закону Гука для анізотропного шару з однією 
площиною пружної симетрії, приймають вигляд: 







  ,k z k z k z k zk k k k ka a a a    
    
         







  ,k z k z k z k zk k k k ka a a a    
    
        







  ,k z k z k z k zk k k k ka a a a    
    
         
    
 
 
  ,k z k zk k ka a  
  
                 
 
 
  ,k z k zk k ka a  
  
    







  .k z k z k z k zk k k k ka a a a    
    
         (2.62) 
або     
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4423                    ,вв kkkkzk 1355235413    
 





















6112    (2.63) 
Підставляючи співвідношення (2.62) з урахуванням формул (2.31) – (2.33) в 
(2.51), нескладно отримати залежності між компонентами тензорів внутрішніх 
зусиль і моментів k -го шару анізотропної оболонки з площиною пружної симетрії, 
дотичною до координатної поверхні, і компонентами тензора деформацій в 
матричній формі: 
       ,k k kT A    (2.64) 
           ,k k k k kM D K               ,k k k k kL K F      (2.65) 
           ,k k k k kQ C R
                 k k k k kL R G
     .  (2.66) 
Тут прийняті позначення матриць стовпців зусиль і деформацій: 
         , , , ,
T
k k k k kT T T Q T
              , , ,
T
k k k kM M M M
       
       , , ,
T
k k k kL L L L
       
       , , , ,
Tk k k k
k             
  





             
     , , ,
Tk k k
k          
      , ,
T
k k kQ Q Q
        
   , ,
Tk k
k
          
      , ,
T
k k kL L L
        
   ,
Tk k
k
          (2.67) 
і матриць жорсткості k -го шару оболонки: 
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   (2.68) 
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G z a dz
 
 
        (2.69) 
Вважається, що функція    k z , яка визначає нелінійний характер розподілу 
тангенціальних переміщень (2.4) по товщині k -го шару оболонки. 
Розв'язуючи лінійні системи рівнянь (2.64) – (2.66), нескладно знайти 
наступні залежності: 
         ,k k kA T
   (2.70) 
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     
     
          
    (2.71) 
   
 
   











    
     
        
.    (2.72) 
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Виведення співвідношень (2.70) – (2.72) у формі аналітичних залежностей 
досить проблематичне, тому значно простіше отримати такий розв’язок одним з 
чисельних методів на ЕОМ. 
Рівняння дискретно - структурної теорії з ідеальним контактом шарів 
анізотропного тіла. 
Відповідно до загальної та місцевої систем координат, які були введені в 
підрозділі 2.1 для розглянутої багатошарової оболонки (рисунок2.1), кінематичні 
умови ідеального контакту k -го шару оболонки з k  , і k -им шарами в 
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  (2.74) 
Розв’язуючи спільно рівняння (2.73) – (2.74), переміщення серединної 
поверхні k -го шару можна записати через переміщення серединних поверхонь 
k    k -го  шарів оболонки: 
 




   
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k k k k kh hw w w  
 
       
 
.   (2.75) 
Вирази (2.73) – (2.74) дещо змінюються для першого і n -го шарів: 
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   (2.76) 
Статичні крайові умови ідеального контакту на лицьових поверхнях k -го 
шару приймають вигляд 
    ,k ki i 
  
    
   k k
i i 
  
      , ,i          ,k k           .k k       (2.77) 
Для першого і n -го шарів оболонки вирази (2.77) відповідно перепишуть так: 
    ,i i 
   
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    , ,i         ,n nq          .n n       (2.78) 
При цьому напруження  
i
k
   , ,i     на лицьових поверхнях k -го шару, 
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.  (2.79) 
Таким чином, кінематичні умови ідеального контакту лицьових поверхонь 
k  - го шару і зв'язаних з ними лицьових поверхонь k   і k  шарів (2.73), (2.74) 
накладають певні обмеження (2.75) на тангенціальні і нормальні переміщення k -
го шару. Аналогічно статичні умови ідеального контакту (2.77) вносять деякі зміни 
в характер розподілу напружень зсуву та обтиснення (2.62) в зонах контакту k -го 
шару (2.79). 
Вносячи співвідношення (2.77) у формули (2.42) – (2.44) і вважаючи, що 
    ,k kg a компоненти векторів      , ,k k kX M B
  
 k -го шару оболонки приймають 
вигляд 
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      ,i   . (2.80) 
Тут не враховується вплив власної ваги k -го шару  kp  на компоненти 
тензорів напружень і деформацій. 
Маючи геометричні співвідношення (2.11) – (2.35) для випадку середнього 
згинання k -го шару, фізичні співвідношення (2.70) – (2.72), рівняння рівноваги 
(2.55), (2.56), для оболонки обертання, яка включає в себе n  шарів з співвісними 
поверхнями обертання, нескладно скласти n  розв’язувальних систем рівнянь для 
кожного шару. При цьому умови ідеального контакту по суміжних лицьових 
поверхнях шарів виконуються за допомогою співвідношень (2.75) – (2.76), (2.79) – 
(2.80). В якості основних невідомих приймаються функції, які входять в граничні 
умови на бічному контурі k -го шару оболонки. Таким чином, розв’язувальна 
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   ,k kD D   – квадратні матриці 14-го порядку. 
Окрім 14 диференціальних рівнянь система рівнянь (2.81) доповнюється 
двома недиференціальними рівняннями (2.56) і (2.13) при врахуванні поперечного 
обтиснення k -го шару. На торцях кожного шару оболонки мають місце статичні 
(2.57), геометричні та змішаного типу граничні умови (2.58) – (2.61). 
Після відкидання нелінійних доданків більш високого порядку малості 
фізичні компоненти тензора тангенціальних зусиль  kijR  і зусиль поперечного зсуву 
 k
içR  [136] запишуться таким чином: 
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,  (2. 84) 
де вектор розв’язків 
        










і компоненти вектора правих частин F  в розгорнутій формі: 
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YYYF ,  (2.85) 



















При врахуванні поперечного обтиснення k -го шару система рівнянь (2.84) 
доповнюється двома недиференціальними рівняннями: 




Q    
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 ( ) ( )
k z
k   .   (2.86) 
Враховуючи, що, як правило, тангенціальні компоненти деформацій k -го 
шару не чинять істотного впливу на величину напружень поперечного обтиснення, 
третє рівняння фізичних співвідношень (2.64) можна переписати у такому вигляді: 
    ( )  k k zkQ A    .  (2.87) 
Розв’язуючи спільно рівняння (2.86) і (2.87), можна скласти вирази для 
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.  (2.88) 
У рівнянні (2.88) не враховується доданок, рівний половині добутку товщини 
k -го шару на різницю напружень поперечного обтиснення, які виникають на 
лицьових поверхнях, так як відомо, що ці напруження значно менші інших 
компонент напруженого стану оболонки. 
Всі невідомі, які входять в праву частину системи рівнянь (2.84), необхідно 
записати за допомогою компонент вектора розв’язків. Ці залежності нескладно 
отримати, використовуючи  геометричні та фізичні співвідношення. 
 
2.3 Модель дискретно-структурної теорії багатошарових  тонкостінних 
конструкцій з неідеальним контактом між шарами  
 
В даному підрозділі на основі запропонованого варіанта дискретно-
структурної теорії розроблена модель, відповідно до якої враховуються неідеальні 
умови контакту суміжних лицьових поверхонь сусідніх анізотропних шарів з 
різними напрямками армування матеріалу.  
Внаслідок того, що між жорсткими шарами в процесі виготовлення 
анізотропних оболонок утворюється міжфазний м’який клейовий шар, товщину 
цього шару, як правило, вважають рівною нулю. Тоді відповідно до прийнятих 
допущень передбачається пружне проковзування жорстких шарів один щодо 
одного, тобто по лицьовим сполученим поверхням виконуються тільки статичні 
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умови контакту. Вважається, що напруження поперечного зсуву та обтиснення на 
границі контакту однакові.  
Статичні умови ідеального контакту по сполученим лицьовим поверхням k -
го шару (2.77) можна врахувати, якщо скористатися методом штрафних функцій 
[30] і в варіацію роботи RA  (2.39) додатково ввести 




  (2.89) 
де  K коефіцієнт штрафу.  
Після нескладних перетворень в праву частину (2.85) системи рівнянь (2.84), 
складених для шару k n   , увійдуть відповідні штрафні функції: 
в перше рівняння -                     ( ) ( )( ) ( )
k k
kP K         , 
в друге рівняння -             ( ) ( )( ) ( )
k k
kP K         , 
в третє рівняння -               ( ) ( )( ) ( )
k k
kP K         .                                      (2.90) 
Слід зазначити, що розподіли напружень поперечного зсуву та обтиснення 
   ,k ki      ,i    по товщині k -го шару відповідають припущенням (2.31) про 
зміну деформацій    ,k z k zi    залежно від координати z , а також фізичним 
співвідношенням узагальненого закону Гука (2.62) 









  kkkk/kzkkkkk aaaа 1552451355234513 2
1        ,54,21    (2.91) 

















33     (2.92) 
де          
   k kh hz  
 
. 
Вирази (2.91) – (2.92) дозволяють за допомогою методу штрафних функцій 
виконати статичні умови міжшарового контакту (2.77). Тим не менше, коли в 
статичних умовах контакту першого і n -го шарів (2.78) анізотропної оболонки 
мають місце нульові значення горизонтальних або вертикальних складових 





   , , ,i i nnq q q q
   
    ( , ),i    наявність в (2.91) – (2.92) 
сталих величин, які не залежать від координати z , не дозволяє точно задовольнити 
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граничні умови на поверхнях оболонки    , nz z    (рисунок 2.1 б). 
Таким чином, поряд з припущеннями (2.31) додатково можна вважати, що 







 ( , ) ( , ) ( )k k k ki i i ik
k k
z z f z
h h
                      ,i   ,   (2.93) 
            , / , /k k kk kz h z h             ,   (2.94) 
де        , , ,k k k ki i   
   
     – значення напружень поперечного зсуву та обтиснення 
на нижній   /kz h    і верхній   /kz h   поверхнях шару; функція    kf z  















            k kk k
h h
f f 
   
             
;    (2.95) 
функція         ,k k k ki i      дозволяє зв’язати і встановити несуперечливий закон 
зміни по товщині k -го шару деформацій  k zi   і напружень  
k
i  ; залежність (2.94) 
відповідає апроксимації функції  k   поліномами Лежандра в першому наближенні 
[137 – 138], що якісно вірно відображає прийняті допущення про деформації  k z . 
Як випливає з (2.48), співвідношення пружності для напружень поперечного 
зсуву та обтиснення виконуються інтегрально по товщині k -го шару. Ці вирази з 
урахуванням залежностей (2.93) – (2.94) приймають вигляд 
           
 
 








kkkkzk      54,21  ,      (2.96) 











kkkkkzk .   (2.97) 
Підставивши в (2.96) співвідношення (2.31), (2.93), а також задавши вираз 
ортонормованій функції (2.95) у вигляді        ,k kf z z   неважко знайти 
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залежність напружень  ki   від координати z : 
 




                   k k k k k k k k kk k k
k k
z z a d d d
h d
                     
             
 
   
 
 
        k k k k kk ka d d d            
      
   ,     ,  (2.98) 
де 





























mn dzzвd          54,n,m  , 
 









         










         2,1i . 
Окрім інтегральної тотожності (2.96), в результаті проведених перетворень 
можна додатково отримати статичні умови ідеального контакту на лицьових 
поверхнях k-го шару (2.77). 
Аналогічно, з рівняння (2.97) для напружень  k    k-го шару мають місце 
співвідношення 
  








k k k k
k k ka a a
    
 
    
   
   

.  (2.99) 
З урахуванням введених позначень (2.99), вираз (2.94) запишеться так: 
    
 




     
  ,   (2.100) 
де      
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Якщо між k  і k   шарами оболонки відсутній клейовий пшар, то на 
поверхні суміжних сусідніх шарів ( , )k kzS
  діють невідомі вектори сил ( ) ( ),k kq q 
 
контактної взаємодії. Згідно 3-му закону Ньютона має місце залежність – 
( ) ( ).k kq q  
   Для обліку впливу сил контактної взаємодії шарів на ділянках 
непроклею у функціоналі енергії R   необхідно ввести доданок, що враховує роботу 
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   
   (2.101) 
Для випадку однобічного контакту по області ( , )k kzS
 , коли між шарами 
відсутня клейовий шар, з виразу (2.101) виходить, що зусилля контактної взаємодії 
будуть залежати від величини ( ) ( )( )k kz zu u
  , і рівняння рівноваги (2.55) – (2.56) для 
k  го жорсткого шару у тензорній формі приймають вигляд 
  ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( , ),
ij j k i i i
i k i k k kR b R q X i
         
   ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( , )
i k ij
i k ij k k kR b R q X i
          ,   
   ( ) ( )
ij i
i k kM Q   ( ) ( , ),
i
kM i        
  ( ) ( ) ( , ).
ij i
i k kL L i
        (2.102) 
Сили контактної взаємодії ( ) ( )( ) ( ) ( )
i k k
k k i kq q r q m
    виникають при виконанні 
умови  
 ( ) ( )( )k kz zu u
      (2.103) 
у зонах контакту жорстких шарів. У випадку, коли нерівність (2.103) не 
виконується при переміщенні точок області ( , )k kzS
 в процесі деформації, сила ( )kq
  
у формулах (2.103) приймає значення  ( )kq  
 . Статичні і кінематичні граничні 
умови на контурі області ( , )k kzS
 мають вигляд залежностей (2.57) – (2.61). 
Таким чином, маючи рівняння рівноваги (2.102) і (2.103), нескладно із 
заданою точністю знайти значення контактного тиску за допомогою, наприклад, 




2.4 Рівняння незв’язаної задачі термопружності багатошарових 
тонкостінних конструкцій з ослабленим контактом між шарами 
 
Незв'язана теорія термопружності складається з двох послідовно 
розв'язуваних задач: задачі теплопровідності [82] і безпосередньо задачі 
термопружності. Задача термопружності розв'язується без урахування впливу 
зміни температурного поля, викликаного деформаціями. При врахуванні 
інерційних доданків задача термопружності називається динамічною. Оскільки 
характерні часи зміни температурного поля і динамічних процесів деформування 
оболонки значно відрізняються, то при дослідженні задач термопружності можна 
нехтувати інерційними членами. У тих випадках, коли можна нехтувати 
інерційними членами, має місце квазістатична задача термопружності. Нарешті, 
якщо температурне поле не залежить від часу, то нескладно перейти до вирішення 
стаціонарної задачі теорії термопружності. 
На основі фізичних рівнянь Дюамеля-Неймана [142] рівняння узагальненого 
закону Гука для анізотропного шару з однією площиною пружної симетрії (2.62), 
(2.63), приймають вигляд:  
                ( ) ( ) ( ),
k k z k k z k k z k k zk k
ka a a a t                    
                ( ) ( ) ( ) ,
k k z k k z k k z k k zk k
ka a a a t                    
                ( ) ( ) ( ),
k k z k k z k k z k k zk k
ka a a a t                    
                ( ) ( ) ( ),
k k z k k z k k z k k zk k
ka a a a t                    
        ( ) ( ) ( ) ,
k k z k k zk k
ka a t            
            ( ) ( ) ( )
k k z k k zk k
ka a t              (2.104) 
або 
           ,tвввв )k(
)k(t)k(k)k(k)k(k)k(kzk
11121633132212111111    
          ,tвввв )k(
)k(t)k(k)k(k)k(k)k(kzk
22122633232222112122    
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          ,tвввв )k(
)k(t)k(k)k(k)k(k)k(kzk
33123633332232113133    
          ,tвввв )k(
)k(t)k(k)k(k)k(k)k(kzk
66126633632262116112    
      ,tвв )k(
)k(t)k(k)k(kzk
231345234423    
                                               .tвв )k(
)k(t)k(k)k(kzk
131355235413     (2.105) 
Тут ( ) ( , , , , )t kij i j       коефіцієнти теплового розширення k -го шару. 
Коефіцієнти ( ) ( , , , , )kij i j      визначаються як розв’язки системи рівнянь 
(2.105).  
Для подальшого викладання системи рівнянь (2.104), (2.105) зручно 
представити у вигляді 
   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),k k k k k k k k k ka t a t
                  (2.106) 
або   
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), .
t t
k k k k k k k k k kb t b t
                 (2.107) 
В (2.106), (2.107) введені позначення: 
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    (2.108) 
Розв'язуючи систему рівнянь (2.106), нескладно знайти напруження 
 52 
( ) ( ), :k k
    
   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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  (2.109) 
Порівнюючи рівняння (2.106), (2.109) можна записати наступні тотожності 
   ( ) ( ) ( ) ( )[ ] , [ ] ,k k k ka b a b
        (2.110) 
   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] , [ ] .
t t
k k k k k kb b
             (2.111) 
Таким чином, матриці жорсткості ( ) ( ),k ka a
   рівні оберненим матрицям 
піддатливості ( ) ( ),k kb b
   відповідно, а коефіцієнти ( ) ( , , , , )kij i j      визначаються 
з виразів (2.111). При цьому система рівнянь (2.106) з урахуванням виразів        
(2.109) – (2.111) перепишеться: 
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   (2.113) 
Якщо прийняти, що зміна температури по товщині шару апроксимується 
лінійною залежністю, то підставляючи співвідношення (2.112) з урахуванням 
формул (2.11) – (2.13), (2.31) – (2.33) в (2.51), нескладно отримати фізичні 
співвідношення між компонентами тензорів внутрішніх зусиль і моментів k -го 
шару анізотропної оболонки з площиною пружної симетрії, дотичної до 
координатної поверхні, і компонентами тензора деформацій, які також включають 
і температурні деформації, в матричної формі: 
   ( ) ( ) ,
t t
k kkT A     (2.114) 
    ( ) ( ) ( ) ,
t t t
k k kk kM D K         ( ) ( ) ( ) ,
t t t
k k kk kL K F     (2.115) 
           ,
t t t
k k k k kQ C R
                     
t t t
k k k k kL R G
     .   (2.116) 
Тут прийняті наступні позначення матриць стовпців зусиль і деформацій: 
        ( ) , , , ,
T
t t t t t
k k k k kT T T Q T
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Матриці жорсткості k -го шару оболонки            , , , , ,k k k k k kA D K F C R  
визначаються згідно виразів (2.68).  
Використовуючи алгоритм підрозділу 2.2, який визначається формулами 
(2.70) – (2.72), нескладно отримати фізичні співвідношення, що зв'язують 
деформації ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,
t t t t t
k k k k k
       і внутрішні зусилля ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,t t t t tk k k k kT M L Q L   k
-го шару оболонки.  
Узагальнюючи варіаційне рівняння принципу Рейснера для багатошарової 
оболонки на випадок задачі термопружності, першу варіацію другого доданка 
рівняння (2.36) з урахуванням виразів (2.114) – (2.117) можна подати так: 
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  (2.120) 
У (2.120) для k -го шару оболонки введений термодинамічний потенціал 
Гіббса [142], який, будучи функцією стану, виражається формулою 
 ( ) ( ) ( ) ( ).k k t k t kt t ij ijG f     (2.121) 
У разі ізометричного процесу потенціал Гіббса дорівнює з протилежним 
знаком додатковій роботі деформації k -го шару ( ) ( ),k kp tF f   функція вільної 
енергії Гельмгольца.   
Опускаючи цілий ряд громіздких перетворень варіаційних рівнянь, 
наведених в [136] і переходячи до фізичних компонент, рівняння незв'язаної 
стаціонарної задачі термопружності в змішаній формі, складені на основі 
дискретно-структурної теорії багатошарових оболонок, приймають вигляд рівнянь 
(2.84) – (2.88). В силу громіздкості зазначених рівнянь тут представлений їх запис 
тільки в матричній формі:  
 





























   (2.122) 
де вектор розв’язків  
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При врахуванні поперечного обтиснення k -го шару система рівнянь (2.122) 
доповнюється двома недиференціальними рівняннями: 
  
                    ,LМkYYkhQ ktktkktktkktktkkt 2222264133333 2 
   
 )k(
z)k(t  33 .    (2.123) 
Для розв'язання поставленої задачі систему рівнянь (2.122), (2.123) необхідно 
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доповнити статичними і кінематичними умовами контакту сполучених лицьових 
поверхонь сусідніх шарів, наведених у підрозділах 2.2 і 2.3.   
Таким чином, незв'язана стаціонарна задача термопружності включає 
розв’язання двох задач. Спочатку вирішується задача теплопровідності [82]. 
Отримана функція розподілу температури по товщині багатошарової оболонки, 
підставляється в праву частину рівнянь (2.122), (2.123). 
 
2.5 Висновки по другому розділу  
 
У другому розділі були структуровані і узагальнені рівняння дискретно-
структурної теорії багатошарових оболонок і пластин з дефектами структури 
матеріалу по товщині. Виведення рівнянь рівноваги, геометричних і фізичних 
співвідношень, коли враховуються геометрична нелінійність деформацій, 
деформації поперечного зсуву та трансверсального обтиснення, здійснювався за 
допомогою принципу Рейснера. 
Показана фізична коректність розрахункової моделі багатошарових 
тонкостінних конструкцій, згідно якої реалізуються як ідеальні умови контакту 
сполучених поверхонь анізотропних шарів з різними напрямками армування 
матеріалу, так і умови контакту з міжфазним ослабленим шаром.  
Міжфазний ослаблений шар – непроклей або розшарування, моделюється 
поверхнею нульової товщини, на якій зазнають розрив компоненти вектора 
переміщень. Можливий контактний тиск між шарами приймається пропорційним 
різниці нормальних зміщень суміжних шарів.  
Для розв'язання контактної крайової задачі в змішаній формі складена повна 
система розв’язувальних рівнянь дискретно-структурної теорії багатошарових 
оболонок. Статичні умови контакту по лицьовим сполученим поверхням сусідніх 
шарів виконуються за допомогою методу штрафних функцій. Для оболонок 
обертання, які включають в себе n шарів зі співвісними поверхнями, отримана 
система з 14∙n диференціальних рівнянь в частинних похідних. 
На основі узагальненого варіаційного принципу Рейснера і дискретно-
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структурної теорії багатошарових оболонок отримані розв’язувальні рівняння 
термопружності в змішаній формі. Для випадку, коли температурне поле не 
залежить від часу, запропонований алгоритм рішення стаціонарної незв’язаної 
задачі теорії термопружності багатошарових оболонок. 
 
3 МЕТОДИКА ВИЗНАЧЕННЯ ФІЗИКО-МЕХАНІЧНИХ 
ХАРАКТЕРИСТИК СКЛОПЛАСТИКОВИХ ОБОЛОНОК  
 
Як відомо елементи тонкостінних конструкцій з композитів, як правило, 
складаються з комбінації по-різному орієнтованих односпрямованих шарів. 
Властивості міцності шаруватих композитів на відміну від ізотропних матеріалів 
мають чітко визначену анізотропію. При цьому руйнування більш ”слабкого” шару 
при статичному навантаженні може відбутися завчасно, коли наступить момент 
граничного стану композита в цілому.  
Властивості матеріалів під час проектування конструкцій з композитів та 
можливі варіанти схем їх армування досить різноманітні. Тому теоретичне 
визначення фізико-механічних характеристик композиційного матеріалу при 
мінімальних витратах на експеримент є актуальним завданням. 
У композиційному матеріалі з регулярною структурою, як правило, присутні 
повторювані елементи у вигляді односпрямованих шарів. Зневажаючи 
неоднорідністю структури на мікрорівні кожного шару, можна знайти ефективні 
характеристики окремих шарів на макрорівні. При цьому деформаційна модель 
матеріалу має квазіоднорідну структуру, складену з різних шарів. 
Аналіз різних підходів [48, 82, 101] до розрахунку пружних характеристик 
композиційного матеріалу показує, що коректну оцінку впливу схем укладання 
арматури на фізико-механічні характеристики матеріалу можна отримати, 
розв’язуючи крайові задачі теорії пружності. Однак такий розрахунок не виключає 
розбіжностей теоретичних і експериментальних результатів, обумовлених 
відхиленням реальної структури матеріалу від її ідеалізованої моделі. Для 
врахування зазначених відхилень використовуються статистичні методи та 
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визначаються кореляційні функції констант матеріалу. Як правило, зазначений 
підхід пов’язаний із трудомістким чисельним аналізом. 
В основу наближеного розрахунку по Фойгту та Рейссу пружних 
характеристик композиційних матеріалів покладений принцип підсумовування 
повторюваних елементарних шарів. Пружні характеристики елементарного шару 
визначаються у два етапи [74, 108, 127]. Спочатку визначають зведені пружні 
характеристики за рахунок усереднення пружних властивостей волокон 
ортогонально-армованого матеріалу шару та матриці. Вважається, що компоненти 
матеріалу (волокно і матриця) ізотропні, лінійно пружні та працюють спільно на 
всіх етапах деформування. Крім того, прийняті припущення, згідно яким: не 
враховуються напруження, перпендикулярні до волокон при дії нормального 
навантаження вздовж волокон; поперечні деформації при розтяганні та стисканні 
кожної компоненти пропорційні її об’ємному змісту в матеріалі; на границі 
волокно-матриця не розглядається концентрація напружень. На другому етапі 
здійснюється розрахунок характеристик шару, виходячи із пружних властивостей 
волокон і модифікованої матриці. 
Експериментальні дані [134] добре збігаються зі значеннями пружних 
характеристик композиційних матеріалів, обчислених на основі методів [74, 108, 
127]. 
 
3.1 Зведені пружні характеристики багатошарового анізотропного  
матеріалу   
 
Для ортотропного односпрямованого  матеріалу розрахункові залежності 
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   (3.1) 
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    
                 ,1 м)k(3)k(3в)k(13             ,1 м)k(3)k(3В)k(23    
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де індекс “в” відноситься до арматур, “м” – до матриці (в’яжучого); )k(3
)k(
1 ,   – 
відносний об'ємний вміст арматури шару в напрямку осей 1 і 3 (рисунок 3.1 а)); 










  (3.2) 
де мв ,  – коефіцієнти Пуассона. 
 
а) 
      б) 
Рисунок 3.1 – Об'ємний напружений стан у точці односпрямованого матеріалу  
Коефіцієнт армування )k(1 , що характеризує відносний об'ємний зміст 






)d( ,    (3.3) 
де )k(h  – товщина армованого шару; )k(вd  – діаметр волокон; )k(вi  – частота 
армування.  Величина  3  визначається за допомогою емпіричних залежностей, 













інтервалі 13 )15.005.0(  . Геометрія односпрямованого армованого шару 
показана на рисунок 3.1 а. Всі величини з індексом k відносяться до k-го шару 
оболонки. 
Співвідношення пружності для односпрямованого ортотропного шару в його 
осях симетрії 1, 2 з обліком фізико-технічних сталих (2.1) – (2.3) у матричній формі 
мають вигляд: 























11)k( ],,,,,[,],,,,,[  – 
матриці-стовпці напружень і деформацій шару в напрямку осей симетрії 1, 2  
(рисунок 2.1 б)); 











































































































B  (3.6) 
матриці жорсткості і піддатливості k-го ортотропного шару в напрямку осей 
симетрії 1, 2 відповідно. 
Розв’язуючи одночасно системи рівнянь (3.4) – (3.5) щодо коефіцієнтів 
жорсткості )k(ija , можна скласти   наступні залежності: 
                    ,bbba,bbba 12)k(13)k(33)k(11)k(2212)k(23)k(33)k(22)k(11      
                    ,bbbba,bbba 1)k(33)k(12)k(23)k(13)k(1212)k(12)k(22)k(11)k(33     
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                    ,bbbba,bbbba 1)k(23)k(11)k(13)k(12)k(231)k(13)k(22)k(23)k(12)k(13    


































13   














1a  .                                                        (3.7) 
Як відомо, коефіцієнти піддатливості )k(ijb дорівнюють:  
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1b   .                                    (3.8) 
Нехай композит складається з декількох по-різному орієнтованих  шарів 
односпрямованого матеріалу. Відповідно рисунок 3.2 прийняті такі системи 
координат:  основна –  α, β, z,  і локальна 1(k), 2(k), z   (k = 1,2, .  .  .   , n). Тут k – номер 
односпрямованого шару в пакеті багатошарового матеріалу, n – кількість шарів,  
)k(  – кут між осями загальної системи координат та осями локальної системи 
координат k- шару композита. 
 
                          










Таким чином, у повернутих осях 1(k), 2(k), z  армований шар має властивості 
анізотропного матеріалу з однією площиною пружної симетрії. Тоді 
співвідношення пружності такого шару запишуться: 
                          )k()k()k(  A   ,       )k()k()k(  B     ,                               (3.9) 
де     Т)k()k( z)k( z)k(z)k()k()k( ,,,,,   ,     Т)k()k( z)k( z)k(z)k()k()k( ,,,,,    –  
матриці – стовпці напруг і деформацій k-шаруючи в напрямку осей α, β, z; 
























































                      (3.10) 
























































B                         (3.11) 
матриці жорсткості і піддатливості пружного тіла з однією площиною пружної 
симетрії. Опускаючи проміжні викладення, які наведені в [162], вирази 
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     )k(6622)k(66)k(12)k(22)k(11)k(66 a cs a4a2aaa  ,                                                      (3.12) 
де  sin,   scosc . 





   





















































































































    
     )k(6622)k(66)k(12)k(22)k(1166 b cs4 bb2bbb  .                                                  (3.13) 
Слід зазначити, що перетворення співвідношень пружності (3.4) – (3.6) у 
співвідношення (3.9) – (3.11) за допомогою рівнянь (3.12) – (3.13),  залишаються 
дійсними як для анізотропних тіл прямолінійно ортотропних, так і для  
криволінійно ортотропних тіл.  
Першу систему рівнянь (3.9) зручно записувати у вигляді 
                                       )k()k()k(  A   ,        )k( 3)k(3)k( 3  A   ,                        (3.14) 
де               Т)k()k(z)k()k()k( ,,,   ,    Т)k( z)k( z)k( 3 ,   , 
                    Т)k()k(z)k()k()k( ,,,   ,        Т)k( z)k( z)k( 3 ,   ,     


































































aaA .             (3.15) 
Коли композит є набором n по різному орієнтованих шарів односпрямованого 
матеріалу, інтегральні пружні характеристики   розглянутого пакета   шарів  
знаходять зі   співвідношень: 
                                             A ,        333  A                                 (3.16) 
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або 









































































































aa ,           (3.17) 






ijij haa ,                           (3.18) 




k   (k = 1,2,3,…n) – відносна товщина k-шару.                      
Технічні сталі багатошарового композита при розтяганні  можна отримати, 
записавши першу систему рівнянь (3.16) у вигляді 

















                               (3.19) 
Підставивши вираз   /E  в перше рівняння системи рівнянь (3.19), 
попередньо записавши деформації   ,, z    як   функції   параметра        за 
допомогою 3 останніх рівнянь (3.19), неважко знайти значення E : 





  .        (3.20)   
У формулі (3.20) 11  – мінор елемента 11a  узагальненої матриці  A . 











  ,     (3.21) 

















aG  ,     (3.22) 













M ,     (3.23) 
де zz ,,    – коефіцієнти Пуассона. Інші три значення коефіцієнтів 
Пуассона   zz ,,  знаходять за допомогою співвідношень 
)z,,j,i(EE ijijij  .    (3.24) 
Тут перший індекс коефіцієнта Пуассона вказує на напрямок дії сили, а другий 
– на напрямок поперечної деформації, викликаною цією силою. 
Як приклад розрахунків пружних характеристик багатошарового матеріалу 
розглядається вуглепластик, що складається з 31 шару з кодом 
S2222 ]0/45/)90/0/(45/0/90/0[
  , і склопластик з поздовжньо поперечною 
схемою армування з 21 шару S5 ]0/)90/0[(  . 
Властивості складових композицій. 
Вуглепластик. Згідно паспортним даним модулі пружності Ев, зсуву Gв і 
коефіцієнт Пуассона νв вуглецевого волокна ЛУ-03 відповідно дорівнюють 
235000МПа, 90400МПа  та  0,3. Механічні характеристики матриці вуглепластика 
(композиція сополімер епокситрифенольної і анилінформальдегидної смол): 
Ем=3500МПа, Gм=1320МПа, νм=0,32. У кожному шарі товщиною 0,171мм зміст 
волокон становить 55% загального об’єму. 
Склопласти. Як матриця склопластику використовувався епоксидний 
полімер 5-211Б с такими параметрами пружності Ем= 4200МПа, Gм=1500МПа, 
νм=0,4.  Армуючий  елементом композиції є тканина сатинової структури Т-10-80. 
Товщина тканини дорівнює 0,25мм. Щільність тканини по основі становить 36 
ниток/см, по утоці – 20 ниток/см. Тканина виготовлена шляхом переплетення 
алюмоборосилікатних ниток БС6-26×1×1 (Е-скло). Діаметр волокна становить 
3106  мм. Механічні характеристики  волокна:   Ев= 74800МПа,  Gв= 31000МПа,  
νв= 0,2. Кількість волокон в одній нитці досягає 800 шт. Модуль пружності нитки 
дорівнює 74506МПа, модуль зсуву та коефіцієнт Пуассона нитки приймаються 
також як і для волокна. Зміст волокна по основі тканини склало 52%, по утку – 48%. 
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Технічні сталі пружності розглянутих багатошарових композитів, отримані за 
допомогою залежностей (3.20) – (3.24), наведені в таблиці 3.1. 
 
Таблиця 3.1 – Фізико-механічні характеристики вугле і склопластиків 




















































































При цьому вважалося, що склопластик є трансверсально ізотропним 
матеріалом і складається з 21 односпрямованих, армованих 30 нитками/см, шарів 
товщиною 0,25мм. Кількість ниток у шарі визначали в результаті розрахунків та 
експериментально визначеної величини модуля пружності э1E . Відносний зміст 
волокна шару в напрямку  осі z  дорівнює )k(1
)k(
3 015,0  .  
Порівняння значень технічних сталих розглянутих матеріалів (таблиця 3.1) з 
результатами робіт [162, 167 – 168] підтверджує коректність наведеної методики 
визначення інтегральних фізико-механічних характеристик багатошарового 
композита.  
Для визначення поздовжнього зусилля у волокні k-шару із прийнятної для 







 ,  
де z – поперечна координата серединної поверхні k-шару 
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3.2 Узагальнені жорсткості багатошарових армованих оболонок 
  
Особливу увагу варто приділити складанню фізичних співвідношень, які 
будуть визначати закон деформування всього пакета шарів відповідно до теорії 
С.П.Тимошенко.  Якщо тонкостінний елемент складається з n тонких армованих 
шарів, осі локальних систем координат яких не збігаються з осями глобальної 
системи координат, що має місце, наприклад, у перехресно армованих оболонках, 
з’являється можливість варіювати властивостями матеріалу за рахунок кута 
армування.  
Нехай кожний шар недеформованої оболонки (рисунок 3.3) віднесений до 
ортогональної криволінійної системи координат i  ( 2,1i   ), 
)k(z .  Координата 
)k(z спрямована по загальній нормалі )k(m  до серединної поверхні )k(S  і 
еквідестантної поверхні )k(zS ; k – номер шару. Індекс “z” при введенні інших 
символів означає, що відповідні величини ставляться у відповідність до точки






















Рисунок 3.3 – Розрахункова схема багатошарового елемента 
 
Вводячи глобальну декартову систему координат 123 таким чином, що 
площина 102 збігається із серединною по верхньою багатошарового елемента 
симетричної структури по товщині, фізичні співвідношення всього пакета шарів 
мають вигляд 
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Тут      ,T,Q,T,TT T1232211      ,M,M,MM T122211      ,L,L,LL T122211      ,Q,QQ T12  
   T1323 L,LL  – віднесені до одиниці довжини недеформованої серединної 
поверхні багатошарового елемента контраваріантні компоненти тензорів 
тангенціальних зусиль ijT , згинальних та крутних моментів ijM , додаткового 
згинального та крутного моментів ijL , поперечних сил деформацій зсуву та 
обтиснення 3i Q,Q ;     ,,,, T12332211     ,,, T122211  

 
    ,,, T122211       ,, T1323       T12 ,  – відповідно компоненти 
тензорів тангенціальних деформацій ij  і зміни кривизн ijij ,    серединної поверхні 
багатошарового матеріалу, а також деформацій поперечного зсуву 3i3i , 
  і 
обтиснення 33 . 
Компоненти матриць жорсткості G,R,C,F,K,D,A  обчислюються в 









































    (3.28)
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де )k(ija  – параметри  жорсткості k- шару, n – кількість шарів,  z  – функція, що 
визначає нелінійний характер розподілу тангенціальних переміщень по товщині 
багатошарового пакета. 





]6z)(3z2[z)z(zf)z(  ,  (3.29) 
де 3N0N02 h/]6z)(3z2[)z(f   – функція, що характеризує параболічний 
закон розподілу поперечних дотичних напружень по товщині пакета h . Функція 












Припускаючи, що механічні характеристики в межах кожного шару оболонки 
не залежать від поперечної координати, вирази для матриць жорсткості (3.28) 
















































ij1k3k3ij )5,4j,i(a)]()([R  







ij1k4k4ij )5,4j,i(a)]()([G .                                    (3.30) 








































Можна одержати залежності, що зв’язують деформації і зусилля, які 
виникають в елементах багатошарової структури під час навантаження: 


















     




























де      G,J,B  – матриці піддатливості. Після нескладних перетворень матриці 
піддатливості приймають вигляд 
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      (3.32) 
Використовуючи інтеграл додаткової роботи деформації pF  функціонала 
Рейсснера, можна отримати уточнені залежності фізичних співвідношень (3.31), 
(3.32) для всього пакту шарів у цілому.  
Розподіл напружень поперечного зсуву і обтиснення 333i ,    2,1i   по 
товщині пакета шарів відповідає припущенням про зміну деформацій    zk33
zk
3i ,   
залежно від координати z для k- шару, а також фізичним співвідношенням 
узагальненого закону Гука: 
  155245/z1355234513 aa2







33   (3.34)
Статичні умови контакту на лицьових поверхнях першого та n - шару 
анізотропної оболонки можуть містити ненульові значення горизонтальних або 










1 q,q,q,q . 
Наявність в умовах контакту сталих величин, які не залежать від координати z, не 
дозволяє тільки за допомогою функції (3.29) точно задовольнити крайовим умовам 




3.3 Термопружні сталі багатошарового композита  
 
Коефіцієнти теплового лінійного розширення )6,4,3,2,1j,i(t)k(ij   k- шару під 
час визначення температурних напружень поруч зі зміною температури є одним з 
основних параметрів, що впливає на напружений стан конструкції та точність 
розрахунків, які в свою чергу залежать від величини зведеного коефіцієнта 
теплового лінійного розширення всього пакету різноорієнтованих шарів 
композиційного матеріалу. 
Коефіцієнти t)k(ij  визначають зміну розмірів односпрямованого шару 
оболонки як за рахунок підвищення температури, так і за рахунок внутрішніх 
температурних напружень, які виникають у композиційному матеріалі внаслідок 
різниці між коефіцієнтами теплового розширення арматури та в’яжучого:  













    
















   
 















































                             
                (3.35)
 
де в  і вE , м   і мE  – коефіцієнти лінійного теплового розширення та модулі 
пружності матеріалу арматури і в’яжучого відповідно; мv  – коефіцієнт Пуассона 
в’яжучого. 
Вважаючи структуру  односпрямованого k- шару симетричної щодо головних 
координатних ліній локальної системи координат, можна стверджувати, що 






12 ,,,   дорівнюють 
нулю, тобто виконується умова 












12     
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Таким чином, температурна складова пружних деформацій ортотропного k- 
шару запишеться у вигляді 
                ,t )k()k()k(t         ,t )k()k( 3)k(t 3                                      (3.36) 
де                    ,,,, T)k(t12)k(t33)k(t22)k(t11)k(t      ,t,t,t,tt T)k()k()k()k()k(    






3          ,t,tt T)k()k()k(   
                       



















































В повернених осях α, β, z (рисунок 3.2) армований шар має властивості 
анізотропного матеріалу з  однією площиною пружної симетрії. За аналогією з 
виразами (3.14) – (3.15) температурна складова пружних деформацій (3.36) k- шару 
перепишеться: 
                           ,t )k()k()k(t          ,t )k()k(3)k(t 3                              (3.37) 
Тут прийняті позначення: 






3       
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Для  випадку, коли композит являє собою набір n по-різному орієнтованих 
шарів односпрямованого матеріалу, наведені коефіцієнти теплового лінійного 
розширення всього пакету неважко знайти, дотримуючись алгоритму (3.16 – 3.17). 
                                       Тоді 
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     ,tt         ,t3t 3                                      (3.38) 






3     
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k   (k = 1,2,3,…n)– відносна товщина k-шаруючи. 
Виходячи  з вище зазначеного алгоритму нескладно знайти зведені значення 
коефіцієнтів теплопровідності багатошарового анізотропного матеріалу. При 
цьому вважається, що між вектором теплового потоку та  градієнтом температури 
у всіх фазах композиції виконується лінійний закон теплопровідності Фур'є. Крім 
того, на границях  армуючих елементів та матриці, а також на границях сусідніх 
односпрямованих шарів, реалізується ідеальний термомеханічний контакт 
(безперервність полів температур, переміщень і векторів теплових потоків). 
Коефіцієнти теплопровідності )k(ij  визначають усереднену величину 
теплового потоку через відповідні елементарні площадки односпрямованого шару 
і з достатньою точністю для інженерних розрахунків можуть бути наведені у 
вигляді  






























            
 
      
 
де в , м   – коефіцієнти теплопровідності матеріалу арматури і матриці відповідно.  
Нехай у кожній точці розглянутого односпрямованого  k- шару  є площина 





23 ,,   дорівнюють нулю, тобто виконується 
умова 
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23     
Таким чином, закон Фур’є для ортотропного k- шару  запишеться  
                                   ,tq )k(j,)k()k(             
де            ,q,q,qq T)k(3)k(2)k(1)k(          ,,t,,t,,t,t T)k(3)k(2)k(1)k(j    





























Тут  )3,2,1i(q )k(i  складові компоненти вектора теплового потоку q
  в напрямку 
i-ї координатної лінії, що  )3,2,1j(,t )k(j становлять компоненти градієнта 
температури t,  )3,2,1j,i(
)k(
ij  коефіцієнти теплопровідності.   
В повернених осях α, β, z (рисунок 3.2) армований шар має властивості 
анізотропного матеріалу з  однією площиною пружної симетрії. За аналогією з 
виразами (3.14) – (3.15) складова теплового потоку k- шару перепишеться: 
                                                .tq )k(,)k()k(                                                   (3.40) 
Тут           
                        ,q,q,qq T)k(z)k()k()k(           ;,t,,t,,t,t T)k(z)k()k()k(     
































































У випадку, коли композит являє собою набір n по-різному орієнтованих шарів 
односпрямованого матеріалу, наведені коефіцієнти теплопровідності всього пакета 
неважко знайти, дотримуючись алгоритму (3.16 – 3.17):  
                                               













k   (k = 1,2,3,…n)– відносна товщина k-шаруючи.      
Тоді 
                                       
    ,,tq                                                    (3.41) 
де               ,q,q,qq Tz          ,,t,,t,,t,t Tz    























Рівняння узагальненого закону Гука для анізотропного шару з однією 
площиною пружної симетрії на основі фізичних співвідношень Дюамеля-Неймана, 
коли враховується вплив температурних деформацій, у формі (3.16)– (3.17), (3.38) 
– (3.39) запишуться: 
                           t A   ,             t A 3333                        (3.42) 
або         
                           t B   ,             t B 3333  ,                     (3.43) 
де 
      Тz ,,,   ,             Тzz3 ,   , 
                          Тz ,,,   ,               Тzz3 ,   ,     
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bbB ,      
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Тут  )6,3,2,1j,i(ij коефіцієнти теплового розширення багатошарової оболонки. 
Коефіцієнти  )6,3,2,1j,i(ij визначаються як рішення системи рівнянь (3.42):  
                                                                  ,tA A 1-1-    
                                                          .tA A 31-331-33                          (3.44) 
Порівнюючи рівняння (3.42), (3.43) можна записати наступні тотожності 
                                                          ,A ,A 333                                (3.45) 
        .A B,A B 1331                                          (3.46) 
Таким чином, матриці піддатливості      3B,B  дорівнюють зворотним 
матрицям жорсткості     131 A,A   відповідно, а коефіцієнти )6,3,2,1j,i(ij   
визначаються з виразів (3.46).  
Фізико-механічні характеристики волокон і матриці, розглянутих композитів 
наведені нижче, а інтегральні характеристики багатошарового композиту із 
заданим кодом армування в таблиці 3.2.   
Склопластик.  Модуль пружності вE  і  коефіцієнт Пуассона в  намотуваних 
стрічок, набраних з алюмоборосилікатних ниток, відповідно дорівнюють
25,0,55000в  вМПаE . Як матриця склопластику використовувався 
епоксидний полімер з наступними параметрами пружності: 
4,0,3550  мм МПаE .  У кожному односпрямованому шарі товщиною 
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0,157мм зміст, займаний  стрічками,  становить   7,0вV  від загального об’єму. 
Фізичні властивості:    1616 1045,105 KK мв  коефіцієнти лінійного 
теплового розширення волокна і матриці; 
 )/(133,0),/(05,1 KмВтKмВт мв коефіцієнти теплопровідності. 
Анізотропний пакет шарів склопластику складається з 21 односпрямованих шарів 
з кодом армування: S]0/)90/0/(45/90/45[ 22
   . 
Таблиця 3.2 –  Фізико-механічні характеристики анізотропного пакету  шарів  
Матеріал МПаEij , МПаGij , ij ji 




















































































3.4 Висновки по третьому розділу 
 
Надано теоретичний розв’язок завдання визначення фізико-механічних 
характеристик композиційного матеріалу при мінімальних витратах на 
експеримент. Розглядається композиційний матеріал регулярної структури, коли 
присутні повторювані елементи у вигляді односпрямованих шарів. 
 
4 ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНІ ДОСЛІДЖЕННЯ ТРУБ ЗІ СКЛОПЛАСТИКУ 
ТА ТИПІВ ЇХ З'ЄДНАНЬ  
 
Конструкційні переваги орієнтованих склопластиків загальновідомі. В першу 
чергу – це висока питома міцність в напрямку армування. Однак реалізація цієї 
основної переваги натрапила на ряд труднощів, пов’язаних з порівняно низькою 
жорсткістю склопластиків при поперечному зсуві і трансверсальному відриві. Опір 
міжшаровому зсуву і поперечному відриву склопластиків відповідно дорівнює 





Втрата несучої здатності склопластикових пластин і оболонок при дії 
стискаючого навантаження через слабкий опір поперечному відриву і 
міжшаровому зсуву відбувається задовго до досягнення напруженнями граничних 
значень. Зазначені недоліки особливо помітні, якщо композиційний матеріал має 
різного роду дефекти структури. 
 
4.1 Технологія виготовлення та технічні характеристики зразків зі 
склопластику  
 
В якості арматури при виготовленні конструкцій зі склопластику 
використовуються високомодульні скловолокно або алюмоборосілікатне волокно. 
Міцність моноволокна знаходиться в межах від 3,4 ГПа до 4,5 ГПа. Стандартне 
відхилення становить приблизно + 10%. Основною причиною такого широкого 
розкиду є наявність дефектів у волокнах і вплив на них атмосферної вологи. 
В якості зв’язуючого широко застосовуються епоксидні смоли марки ЕД-20, а 
також поліефірні смоли. Знаходять застосування й інші типи епоксидних смол: 
бромовані – з підвищеним опором до займання; еластичні епоксидні смоли – з 
підвищеним коефіцієнтом ударної в’язкості і пластичності. У складі композицій з 
епоксидною смолою додатково застосовуються різного роду отверджувачі, 
прискорювачі і пластифікатори. Найбільш широко застосовуваний затверджувач – 
метілнадікангідрід і триетаноламін. В якості пластифікатора можна застосовувати 
дибутилфталат. Міцність на розрив зразків з епоксидної смоли знаходиться в межах 
55 – 130МПа, модуль пружності при розтяганні – 2,8 - 4,2ГПа, границя міцності 
при згинанні – 120 МПа. 
 
4.1.1 Матеріал і структура зразків  
 
Результати досліджень, викладені в даному розділі, отримані для трьох типів 
зразків (рисунок 4.1), які були виготовлені на основі склопластикових труб, що 
випускаються ТОВ «СКЛОПЛАСТИКОВІ ТРУБИ» м. Харків: кільцеві зразки 
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(рисунок 4.1 а); частина склопластикової труби зі сталевим фланцем на одному з її 
торців (рисунок 4.1 б); сталева труба з дефектами структури посилена 
склопластиковим бандажем (рисунок 4.1 в). 
  
   
           а)                              б)                                   в) 
Рисунок 4.1 – Типи зразків для експериментальних досліджень 
 
Склопластикова труба включає 16 односпрямованих армованих шарів із 
заданою схемою укладки . Модулі пружності , 
зсуву  і коефіцієнт Пуассона  намотуваних алюмоборосилікатних стрічок, 
набраних з ровінгу Е-600, відповідно рівні . 
Матриця склопластику – епоксидний полімер з наступними параметрами 
пружності: . У кожному моношарі товщиною 
0,25мм об’єм , займаний стрічками, становить 70% загального об’єму. 
Склопластикова труба виготовлялася методом намотування на розбірну 
циліндричну оправку. Єднальна композиція включала 100 масових частин (мас.ч.) 
епоксидної смоли Epicot 828, попередньо прогрітої до температури 700С. У 
приготовлений об’єм епоксидної смоли додавали 2 мас.ч. прискорювача УП-606/2 
і 80 мас. ч. затверджувача МТНРА.  
В якості експериментальних зразків 1-го типу для визначення модуля 
пружності і границі міцності в коловому напрямку при розтяганні зі 
склопластикової труби згідно ГОСТ 25.603-82 були вирізані п’ять кілець. 
Об'єкт досліджень являв собою фрагмент сталевий безшовної гаряче 
деформованої  труби – ДЕРЖСТАНДАРТ 8731-74, ДЕРЖСТАНДАРТ 8732-78,  зі 
сталі марки 09М2С. Основні характеристики труби наведені в таблиці 4.1. До труби 
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довжиною 1 м приварювали фланці. На зовнішній поверхні труби за допомогою 
фрези наносили штучні дефекти. Загальний вид труби  з дефектами й схемою їхні 
розташування наведені на рисунці 4.6. Внутрішній робочий тиск труби дорівнював 
20 МПа. 
 
Таблиця 4.1 – Основні геометричні і механічні параметри досліджуваної  










σВ, МПа σТ, МПа 
2,243*107 169 5,8 – 6,2 1000 490 340 
 
Наведена труба задовольняє вимогам до довгих оболонок. Крайові ефекти, які 
виникають в області фланцевих з’єднань, швидко вщухають, і не впливають на 
напружений стан в області нанесених дефектів.  
На поверхню труби нанесені шість сегментів виточень  шириною 30мм і кільцеве 
виточення шириною 50 мм. Мінімальна товщина труби в зоні сегментних і 
кільцевих  виточень варіюється в межах від 1,6 мм до 3,1мм. 
 
4.1.2 Технічні характеристики склопластику 
 
Для визначення технічних сталих склопластику пропонується наступна 
теоретико-експериментальна методика. Спочатку, згідно з ГОСТ 25.603 - 82 і ГОСТ 
25.601-80, визначається модуль пружності і коефіцієнт Пуассона при розтяганні 
зразків зі склопластику. Проведені механічні випробування дозволяють 
стверджувати, що матеріал розглянутих пластинок можна класифікувати як 
анізотропний матеріал з однією площиною пружної симетрії. 
Визначення деформацій двох партій зразків проводилось методом 
тензометрування за допомогою розривної машини Р-20 у сертифікованій 
лабораторії Сумського державного університету.  
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Зразок навантажують за допомогою спеціального пристрою (рисунок 4.2). 
Різниця між внутрішнім діаметром кільцевого зразка і діаметром напівдиска в зборі 
не повинна перевищувати 0,4 мм; шорсткість опорних поверхонь напівдиска 
повинна бути не більше 0,63 мкм. Кріплення пристосування у випробувальній 
машині повинно забезпечувати самоцентрування, тобто напрямок прикладеного 
розтягувального навантаження має бути перпендикулярним до площини роз’єму 
напівдиска і проходити через центр випробуваного кільця. Конструктивне 
оформлення пристрою може бути різним. Конструкція пристрою для випробування 
на розтягання кільцевих зразків наведена на рис 4.2 і складається з двох тяг 4 з 
двома сталевими напівдисками 2, що фіксуються сталевими пальцями 7, і 
кільцевого зразка 3.  
За результатами вимірювань були отримані усереднені значення напружень і 
деформацій, а також довірчі інтервали на основі критерію Стьюдента із заданою 
вірогідністю . При цьому похибка апроксимації s експериментальної 
прямої:  при розтягуванні склопластику і значення модулів пружності 
кожного типу зразків наведені в таблиці 4.2.  
 
 












Експериментально - теоретичні значення 
      
1   
    
2   
 
Решта експериментально-теоретичних значень механічних характеристик 
склопластику (таблиця 4.1) визначалися інтегрально для всього пакету шарів за 
методикою, яка викладена в розділі 3, за допомогою залежностей (3.1) – (3.16). 
 
4.2 Навантаження зразків 
4.2.1 Навантаження склопластикової труби внутрішнім тиском. 
Навантаження склопластикової труби внутрішнім тиском 
 
Схема установки для випробування зразків 2-го типу під дією внутрішнього 
тиску показана на рисунці 4.3. Загальний вигляд установки наведено на рисунці 4.4. 
 
 
Рисунок 4.3 – Схема установки для проведення гідростатичних випробувань 














































   
Рисунок 4.4 – Загальний вигляд установки для проведення гідростатичних 
випробувань 
 
Випробувальна установка, створена на заводі ТОВ «СКЛОПЛАСТИКОВІ 
ТРУБИ» м. Харків, включає насосну станцію з можливістю створювати будь-який 
заданий тиск в діапазоні (0 - 25,0 МПа). Вода подається через спеціальний штуцер, 
розміщений в одній з заглушок, всередину склопластикової труби. Для захисту від 
бризок води під час можливого руйнування зразка в процесі випробування, об’єкт 
поміщений в спеціальний похилий короб. Нахил короба забезпечує швидкий злив 
води при позаштатних ситуаціях і в кінці випробувань. 
Заглушка складається з 3-х сталевих циліндрів з канавками, в які поміщені 2 
торові гумові прокладки. Ці циліндри жорстко прикріплені до круглого сталевого 
диску діаметром 300мм і товщиною 20мм. Диск має 4 прохідні отвори, через які 
проходять болти, які притискають торові прокладки до повної герметизації 
випробуваного об’єкта.  
Крім того, по периметру диска є 16 отворів діаметром 16 мм для болтових 
з'єднань розрізного багатопелюсткового конуса, який накладається зовні 
випробуваного циліндра. Таким чином, зусилля передається від диска на 
спеціальне кільце, яке стискає розрізний багатопелюстковий конус, обтискуючи 
випробовуваний циліндр зовні і тим самим створює необхідне зусилля. 
З іншого торця зразок кріпиться до випробувальної установки за допомогою 
сталевого фланця.  
Об’єкт випробувань: склопластикова труба діаметром 200мм, товщиною 
стінки 4 мм і довжиною – 1200мм. 
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4.2.2 Навантаження внутрішнім тиском сталевої труби з дефектом 
структури, зміцненої склопластиковим бандажем 
 
Експериментальні дослідження проводилися в 2 етапи: навантажування 
внутрішнім тиском сталевої труби з дефектом структури до її руйнування в районі 
дефекту; посилення цієї труби склопластиковим бандажем і подальше її 
навантаження внутрішнім тиском. 
Для проведення першого етапу випробувань в сталевій трубі були виконані 6 
сегментів виточок шириною 30 мм і товщиною труби 1,6-3,1 мм та кільцева виточка 
шириною 50 мм і товщиною 3 мм (рисунок 4.5).  
   
 
Рисунок 4.5 – Схема труби для проведення випробувань 
 
Загальний вигляд установки наведено на рисунці 4.6. Вона включає насосну 
станцію з можливістю створювати будь-який заданий тиск в діапазоні (0 - 20МПа) 
і вимірювальну систему СІІТ-3. Вода подається через спеціальний штуцер, 
розміщений в одній з заглушок, всередину труби.  
Об'єкт випробувань: сталева труба діаметром 160мм, товщиною стінки 6мм і 
довжиною – 1000 мм.  
Для проведення другого етапу на сталеву трубу, яка дала течу в районі одного 
з сегментів виточки, наклали склопластиковий бандаж товщиною 10мм. Загальний 
вигляд установки наведено на рисунці 4.7. Вона включає насосну станцію з 
можливістю створювати будь-який заданий тиск в діапазоні                (0 - 20,0 МПа) 




Рисунок 4.6 – Загальний вигляд експериментальної установки для 
                гідростатичних випробувань 
  
 
Рисунок 4.7 – Загальний вигляд експериментальної установки для проведення 
гідростатичних випробувань труби з бандажем 
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4.3 Вимірювання та реєстрація деформацій та напружень 
 
Для вимірювання деформацій використовувалися тензорезистори КФ4П1-3-
200 з базою 3мм, 5мм і 10мм. Розетки складалися з двох тензодатчиків. Середнє 
значення коефіцієнта тензочутливості – . 
 
4.3.1 Кільцеві зразки  
 
На рисунці 4.9 наведено загальний вигляд випробувальної установки, за 
допомогою якої кільце розтягується двома зосередженими і протилежно 
спрямованими зовнішніми силами. Випробовуване кільце являє собою три рази 
статично невизначену систему. 
 
 
   
 




Рисунок 4.9 – Схема навантаження кільцевого зразка 
 
Розрахункова схема розглянутого кільця дана на рисунці 4.10. Подано аналіз 








Як видно, в розглянутих поперечних перетинах кільця виникають поздовжні 
зусилля рівні половині зовнішньої розтягувальної сили і невідомі згинальні 
моменти. Визначення невідомих моментів М в анізотропному криволінійному 
брусі являє собою досить складну математичну задачу. Тому пропонується простий 
алгоритм визначення модуля пружності кільця в коловому напрямку. 
 
 
а)                                  б) 
Рисунок 4.10 – Еквівалентна система 
 
У точках внутрішньої та зовнішньої поверхні кільця (рисунок 4.8) приклеєні 
тензорезистори для вимірювання деформацій в коловому напрямку. Величину 
напружень, які виникають в точках наклейки тензорезисторів, можна знайти за 
 87 











   
де – невідомий модуль пружності, – момент опору поперечного перерізу 
розглянутого кільця,  величини деформацій у точках внутрішньої і 
зовнішньої поверхонь кільця.  
Додаючи праві і ліві частини цих рівнянь, отримаємо вираз для визначення 





















4.3.3 Сталева труба з дефектом структури, зміцнена склопластиковим 
бандажем  
 
Схема розміщення тензорезисторів була визначена на етапі планування 
експерименту з орієнтуванням на виточки в сталевій трубі (рисунок 4.12). 
Напружено-деформований стан труби досліджували з метою встановлення 
спільної роботи труби і бандажа на всіх етапах навантаження, що відповідають 
роботі трубопроводу. Для виміру відносних деформацій використали дротові 
тензорезистори типу КФ4П1-3-200 з базою 3мм, 5мм та 10мм. Розетки складалися 
із двох тензодатчиків. Середнє значення коефіцієнтів тензочутливості в К=2*10-6. 
Всі тензодатчики включені в електровимірювальний ланцюг відповідно до 
документації на прилад СИИТ-3, до якого вони підключаються. Деформації в 
точках стінки труби і на поверхні ремонтного бандажа вимірювали в поздовжньому 
та кільцевому напрямках. Схема розміщення датчиків наведена на  
рисунках 4.12 – 4.14. 
 
 
Рисунок 4.12 – Схема розташування тензорезисторів на сталевій трубі 
 
Після першого етапу навантаження велика кількість тензорезисторів вийшла з 
ладу. Схема розташування справних тензорезисторів показана на рисунці 4.13. 
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Розташування тензорезисторів на склопластиковому бандажі було визначено з 
орієнтуванням головним чином на виточку, де сталася теча. Ще кілька 
тензорезисторів розмістили в районах інших виточок. Схема розташування 
тензорезисторів на склопластиковому бандажі показана на рисунці 4.14. 
 
 
Рисунок 4.13 – Схема розташування справних тензорезисторів на сталевій трубі 
 
 





4.4 Експериментальні дослідження склопластикової труби 
 
Об'єкт випробувань: композитний циліндр діаметром 200мм, товщина стінки 
4мм, довжина – 1200мм. Крок навантаження – 0,5 МПа. 
Під дією тиску  сталося руйнування склопластику в зоні 
контакту склопластикової оболонки і сталевого фланця. Після руйнування 
фланцевого з'єднання було прийнято рішення: зрізати фланець і продовжити 
випробування до руйнування циліндра (рисунок 4.15).    
 
 
Рисунок 4.15 – Картина руйнування склопластику в зоні фланця 
 
Замість зрізаного фланця встановили ще одну заглушку, описану вище. 
Навантаження, як і раніше, проводили з кроком .  
Починаючи з тиску , на кожному етапі навантаження було чути 
характерний тріск, яким супроводжується утворення мікротріщин в зв’язуючому 
матриці. При дії тиску  сталося руйнування склопластикової труби. 
Величина прогину w в точці 3 циліндра відрізняється від теоретичних значень, 
знайдених за методикою підрозділу 5.4, не більше ніж на 12%.   
Окремо слід зазначити, що у разі безмоментного плоского напруженого стану 
перша модель багатошарової трансверсально-ізотропної оболонки дає результат, 
який досить точно збігається з величиною колових  і поздовжніх  
напружень. Знаючи ці напруження і деформації в точках 1, 3, 5 (рисунок 4.11) 










модулів пружності ,   , остаточні значення яких наведені в таблиці 4.2.  
 




































































   




















   
   
1 0,5 3 6 3,984.104 
3,632.104 
2 0,5 3 6 4,034.104 
3 0,5 3 6 3,539.104 
4 0,5 6,5 6 3,333.104 
5 1 13 6 3,269.104 
 
На рисунок 4.16 показані експериментальні результати напруженого стану 
склопластикової труби в районі фланцевого з'єднання. Ці результати відрізняються 
від теоретичних, наведених у вигляді графіків в підрозділі 5.4, менш ніж на 10%. 
 
 







4.5 Експериментальні дослідження сталевої труби з дефектами матеріалу 
на лицьовій поверхні (іржі), посиленої бандажем зі склопластику  
 
Випробовувана труба навантажується внутрішнім тиском. Оскільки стінка 
труби ослаблена поверхневими дефектами, при проведенні експерименту 
створюваний гідростатичний тиск  буде нижче за робочий тиск труби. 
Для створення в трубі внутрішнього тиску в нього накачується вода за 
допомогою плунжерного насоса. Параметри навантаження контролювали 
високоточним манометром. Загальний вид експериментального стенда показаний 
на рисунці 4.7.  Проведення експерименту включало три етапи.  
На першому етапі вивчався напружено-деформований стан труби в зонах 
нанесених дефектів. Крок збільшення гідростатичного тиску становив 0,2 МПа.  
При тиску 14,6 МПа в т. 33 з’явилася тріщина  в  поздовжньому  напрямку  
довжиною 3 мм  і шириною розкриття 0,5 мм. З появою тріщина почалася теча і  
падіння гідростатичного тиску. Слід зазначити, що пластичні деформації в т. 33 
почалися при тиску 4,8 МПа, тобто задовго до настання руйнівного навантаження.  
Посилення дефектних ділянок здійснювали шляхом накладення багатошарового 
бандажа. Після підготовки поверхні труби за допомогою піскоструминної обробки, 
а також згладжування наносили композитний бандаж. В якості матриці 
склопластикового бандажа використовувався епоксидний полімер 5-211Б з 
наступними параметрами пружності: . 
Армуючим елементом композиції є тканина сатинової структури Т-10-80. Тканина 
отримана шляхом переплетення алюмоборосилікатних ниток БС6-26×1×1(Е 
стекло). Технічні сталі пружності розглянутого багатошарового композита 
наведені в таблиці 4.3. Таким чином, склопластик являє собою трасверсально 
ізотропний матеріал і складається  з 25 односпрямованих армованих шарів 
товщиною 0,25 мм. Композитний бандаж укладався по всій довжині труби і 
товщина бандажа приблизно становила 6 мм. 
 
 
4,0,1500,4200  ммм МПаGМПаE 
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Таблиця 4.3 – Пружні характеристики склопластику. 
























































Примітка:  rz EEE ,, модулі пружності першого роду в поздовжньому, 
коловому   та   радіальному напрямках;   rzrz GGG ,,   модулі зсуву;   ,zz    
  zrrzrr ,  коефіцієнти Пуассона. 
Після полімеризації бандажа в місцях розташування дефектів труби на 
зовнішню поверхню бандажа наклеювалися тензорезистори (рисунок 4.17).  
 
                            /  
Рисунок 4.17 – Загальний вид розташування тензодатчиків на лицьовій 
поверхні бандажа 
 
На другому етапі досліджувався напружено-деформований стан труби в зонах 
нанесених дефектів. Крок збільшення гідростатичного тиску становив 0,2МПа. 
Застосування ремонтного бандажа дозволило збільшити гідростатичний тиск до 
робочої величини, тобто до 20 МПа. Напружено-деформований стан зразка 
досліджували з метою встановлення спільної роботи труби та бандажа на всіх 
етапах навантаження, що відповідають роботі трубопроводу. Отримані методом 
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тензометрування  дані свідчать  про те, що деформування бандажа відбувається 
разом із трубою.  
Предметом дослідження третього етапу експерименту був наскрізний дефект 
труби круглої форми і діаметром 30 мм. Площа дефекту склала 730 мм2. На ділянку 
труби з дефектом був накладений ремонтний бандаж товщиною  10 мм і шириною 
400 мм. Фізико-механічні характеристики склопластикового бандажа наведені в 
таблиці 4.3. Після полімеризації бандажа із кроковим навантаженням 0,2МПа 
проводилося дослідження міцності системи трубопровід – композитний бандаж 
при наявності наскрізного дефекту. Вже при гідростатичному тиску 3,5МПа в зоні 
контакту композитного бандажа і труби з’явилася вода і почалося падіння 
гідростатичного  тиску. 
 
4.6 Висновки по четвертому розділу  
 
У четвертому розділі розроблена експериментальна методика для перевірки 
достовірності теоретичних результатів і оцінки похибок, які вносять різного роду 
допущення в розрахунки на міцність елементів з міжшаровими дефектами. 
Наведено фізико-механічні характеристики основних компонент склопластику – 
скловолокна і зв’язуючих матеріалів, надано стислий опис технології виготовлення 
зразків.  
Створено експериментальні установки, які були розроблені і виготовлені для 
проведення випробувань: кільцевих зразків, труб зі склопластику, і сталевої труби 
з дефектам, посиленої склопластиковим бандажем. Розроблено методику 
проведення експериментальних досліджень. Конструкції експериментальних 
установок дозволяють проводити виміри прогинів зразків за допомогою 
індикаторів годинникового типу з точністю вимірювань до 0,5·10-5м. Вимірювання 
відносних деформацій проводиться методом тензометрування. 
Для оцінки достовірності результатів, отриманих на основі запропонованої 
експериментально-теоретичної методики, додатково були проведені гідростатичні 
випробування склопластикових труб. При цьому досліджувалися несуча здатність 
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експериментальних зразків та вплив жорсткості сталевих фланців на напружено-
деформований стан склопластикових труб у зоні їх з’єднань.  
Порівняння  експериментальних даних із теоретичними результатами 
дозволило зробити висновок, що в результаті порівняно низької жорсткості 
склопластиків на згинання і слабкого опору деформаціям поперечного зсуву, 
застосування традиційної структурно-безперервної теорії моделі розрахунку 
тонкостінних армованих елементів конструкцій навіть на початковій стадії 
навантаження призводить до значних похибок. 
 
5 МЕТОДИКА РОЗРАХУНКУ НА МІЦНІСТЬ СКЛОПЛАСТИКОВИХ 
ТРУБ З ДЕФЕКТАМИ СТРУКТУРИ МАТЕРІАЛУ  
5.1 Модифікований критерій міцності композиту шаруватої структури з 
концентраторами напружень на границі розділу шарів  
 
Найбільш загальне формулювання критерію міцності анізотропних тіл має 
вигляд 
      ,1...   mnklijijklmnklijijklijij RRR         ,3,2,1,,, lkji    (5.1) 
 
де ijklmnijklij RRR ,,  – тензорні позначення тензорів поверхні міцності другого, 
четвертого, шостого та наступних парних рангів.  
В інженерній практиці більш зручним у плані практичного застосування 
виявився критерій міцності наступної тензорно-поліноміальної форми:  
1...RRR mnklijijklmnklijijklijij        
 ,3,2,1,,,,, nmlkji     (5.2) 
який легко отримати з (5.1), приймаючи 1,...,,  . Більшість відомих 
поліноміальних критеріїв міцності  є, як правило, окремим випадком критерію 
(5.2). 
Використовуючи критерій міцності (5.2) у формі  
1RRR mnklijijklmnklijijklijij           
 ,3,2,1,,,,, nmlkji      (5.3) 
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можна розглянути умови руйнування шаруватого композиту в цілому. 
Припущення про незалежність шляху навантаження, про лінійно-пружну 
поведінку матеріалу і про відсутність міжшарових взаємодій дозволили зменшити 
число тензорів міцності в рівнянні (5.3) для ортотропного композиту при плоскому 
напруженому стані до десяти. Критерій міцності шаруватого композиту (5.3) для 
практичного застосування виявився досить складним, оскільки передбачає 
проведення складних експериментів для знаходження коефіцієнтів тензорів 
поверхні міцності. 
У більшості випадків руйнування шаруватого композиту починається з 
руйнування одного шару або зв’язків між ними. Тому під час побудови граничних 
поверхонь вважається, що руйнування локалізоване в одному шарі і критерій 
міцності слід складати саме для цього шару.     
Апроксимація граничної поверхні міцності ортотропного шару поліномом 
другого ступеня розглянута в [48, 101]. Рівняння (5.3) приводиться до вигляду 
1RR klijijklijij               
 ,3,2,1,,,,, nmlkji             (5.4) 
 
де ijklij RR ,  – тензори поверхні міцності шару другого і четвертого порядків. 
У випадку плоского напруженого стану рівняння (5.4) зображує граничну 














                 
(5.5) 
Коефіцієнти рівняння (5.5) визначаються з використанням експериментально 
встановлених граничних характеристик міцності   ijij ,  2,1, ji . Індекс "+" 
означає, що дана компонента – максимальне напруження при розтягуванні, 
індексом "–" позначено максимальне напруження при стисканні. Для компонент 
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   (5.6) 
В (5.5) – (5.6) тензори міцності враховують можливе розбіжність 
характеристик міцності матеріалу при розтяганні та стисканні. Слід зазначити, що 
міцність матеріалу не залежить від знака граничних значень дотичних напружень: 
  ijij . Для ортотропного матеріалу в осях симетрії справедлива тотожність 
022121112  RR . Знання величин 
  ijij ,   2,1, ji , які вдається визначити 
експериментальним шляхом, недостатньо для визначення компонент тензорів 
міцності типу 1112R , що, в свою чергу, обумовлює необхідність  проведення 
ретельно спланованих експериментів для отримання та обґрунтування емпіричних 
залежностей, складених для 1122R . Велика частина методів побудови граничних 
поверхонь заснована на уявленні армованого матеріалу як набору анізотропних 
шарів. Тому вивчення фізико-механічних властивостей окремих шарів при 
навантаженні представляється актуальною задачею. За допомогою теорії 
шаруватих середовищ можна перейти від усереднених напружень і деформацій 
композиту до локальних напружень і деформацій в будь-якому шарі. Слід 
зазначити, що, виключаючи одиничні роботи, у всіх підходах не враховуються 
напруження і деформації поперечного зсуву   33, ii   2,1, ji , і трансверсального 
відриву або стискання   3333, . Значна відмінність граничних характеристик 
несучих шарів і властивостей проміжних міжфазних шарів обумовлює вибір тієї чи 
іншої моделі дискретно-структурної теорії пластин і оболонок. Стає очевидним, що 
розшарування слід розглядати не як окремий вид руйнування, а як фактор, що 
визначає вигляд дискретно-структурної моделі багатошарової конструкції. Таким 
чином, для оцінки ступеня впливу ослабленого міжфазного контакту шарів 
критерій (5.5) слід записувати в модифікованому вигляді 






















                       (5.7) 
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R    ,1
3333
3333  
R     ,14
1313
1313  






















 RRRRR (5.8) 
При цьому вважається, що міжшарова міцність матеріалу на зсув не залежить 
від знака поперечних дотичних напружень, тобто   1313 ,   2323 .  
Для використання модифікованого критерію (5.7), (5.8) необхідно 
експериментально визначити граничні характеристики шару на поперечний зсув та 
трансверсальне стискання або відрив. 
 
5.2 Осесиметрична деформація тонкостінних конструкцій шаруватої 
структури  
5.2.1 Спосіб обчислення геометричних параметрів оболонок обертання  
 
Відомо, що поверхня оболонок обертання утворюється обертанням кривої 
лінії, що лежить у площині y0z , навколо осі 0z  (рисунок 5.1 а).  
Положення точки  на поверхні оболонки обертання визначається за 
допомогою криволінійних координат 1 , 2 , які співпадають з лініями головних 
кривизн. При цьому компонента тензора другої квадратичної форми поверхні, що 
характеризує кручення поверхні, дорівнює нулю.  
Для оболонок обертання характерні наступні геометричні параметри, які 
входять до геометричних співвідношення і рівнянь рівноваги: коефіцієнти Ламе A 












                         
               а) б) 
                        Рисунок 5.1 – Поверхня оболонки обертання 
 
Так як коефіцієнт Ламе A не залежить від координати 2 , додатковий 
параметр 02 . 
Криву n0NN  (рисунок5.1 б) називають меридіаном. Нехай рівняння меридіана 
задано в параметричній формі – )(),( tyytzz  , де t  – дугова координата, яка 
відраховується від початкової точки 0N  до кінцевої точки nN . Використовуючи 
відомі співвідношення кривизн для дуги n0NN  в точці iN dt
dk1
  і похідні від 




dzzt    
,sin 
dt











нескладно отримати наступну формулу кривизни меридіана 
tttt1 zyyzk  . 
   
(5.9) 
Квадрат довжини поверхневого лінійного елемента, кінці якого розташовані 
в точках )N(t,  і )ddt,(tN  , запишеться  
222 )()()(  yddtds , 
   
(5.10) 
де  - кут циліндричної системи координат )20(  . 
Таким чином, для обчислення параметрів Ламе можна записати вирази 
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).(,1 tyBA   (5.11) 
Кривизна перерізу, нормального до меридіану оболонки обертання, 




t   (5.12) 












  (5.13) 
Коли оболонка обертання має складну форму поверхні, меридіан такої 
поверхні зручно апроксимувати у вигляді – сплайнів, заданих у вигляді 
параметричних функцій ))(),(( tytz  на рівномірній сітці 
,)1( tizi             tiyi  )1(             .,,1 ni     
В основу процедури покладені алгоритми реалізації B -сплайн апроксимацій. 
Задача апроксимації розв’язується як відома задача найменших квадратів для 















jj tBCty  
де jj CC ,  – коефіцієнти, k  – порядок сплайн-функції.  
 
5.2.2 Осесиметрична деформація багатошарових оболонок обертання з 
ослабленим контактом між шарами 
 
Нехай оболонка обертання шаруватої структури є осесиметричною 
конструкцією щодо механічних, геометричних параметрів у напрямку колової 
координати, яка також знаходиться під дією осесиметричного зовнішнього 
навантаження. Таким чином, якщо не розглядати можливість переходу від 
осесиметричної форми рівноваги до неосесиметричних форм, всі величини, що 
характеризують напружено-деформований стан таких конструкцій, не залежать від 
координати 2  і є функціями, лише однієї координати 1 .  
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З урахуванням введених припущень система рівнянь (2.102) – (2.108) 
запишеться 



























































































kkkkkk XRkYF   

















kkkkkkkk XTkYYkF       






























































































































 kkF  ,2 )(12)(1)(12
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kkkk YF       (5.15) 






Всі невідомі, які входять в праву частину системи рівнянь (5.14), необхідно 
визначити  через компоненти вектора розв’язків )(kY

. Ці залежності, якщо 








































































































































































































































































































































        
(5.17) 
Відповідно до допущень першого варіанту моделі дискретно-структурної 
теорії шаруватих пластин і оболонок передбачається пружне проковзування 
жорстких шарів один щодо одного, тобто по лицьовим сполученим поверхням 
виконуються тільки статичні умови контакту. Статичні умови контакту по 
сполученим лицьовим поверхням k-го шару враховуються за допомогою методу 
штрафних функцій. 
Введення допущення про те, що розглянутий напружено-деформований стан 
оболонки буде симетричним щодо осі обертання, істотно спрощує алгоритм 
розв’язання. Враховуючи геометричну нелінійність в квадратичному наближенні, 
вихідну крайову задачу можна звести до розв’язання системи k14  звичайних 
диференціальних рівнянь (5.14) щодо вектор-функції )(kY

. Систему 
диференціальних рівнянь (5.14) слід доповнити граничними умовами– по сім на 
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кожному торці жорсткого шару оболонки обертання. З урахуванням введених 










j llYlY   .0))(()( 61
)(
661




j llYlY             (5.18) 
Параметри )7,....,2,1(, 6  jll jj  приймають значення 0, 1 і визначають однорідні як 





Розв’язок геометрично нелінійної крайової задачі (5.14) – (5.18) можна 
отримати на основі ітераційного методу Ньютона-Канторовича, алгоритм якого 
наведено в підрозділі 5.2.3, та методу дискретної ортогоналізації С.К.Годунова 
[68]. 
На основі представлених вище залежностей геометрично нелінійної 
дискретно-структурної теорії шаруватих елементів конструкцій досліджено 
напружено-деформований стан анізотропних оболонок. Сполучення жорстких 
анізотропних шарів на міжшарових межах моделюються двома розрахунковими 
моделями, в яких враховуються умови їх ідеального і ослабленого контакту.  
 
5.2.3 Лінеаризація розв’язувальною системи звичайних 
диференціальних рівнянь 
 
Розвя’зок геометрично нелінійної задачі нескладно отримати на основі 
ітераційного методу Ньютона-Канторовича. Можна представити систему 
диференційно-алгебраїчних співвідношень у вигляді: 
,0)(  Y

                                                                    (5.19) 
де   – диференційно-алгебраїчний оператор. Тоді згідно з методом Ньютона-
Канторовича система (5.19) перепишеться 
.0)()()(  YYYYY y

.                                      (5.20) 
Тут Y

  – малий приріст вектор – функції Y

.  
Задаючи два послідовних наближення у вигляді YYY ii

 )()1(  систему 
(5.20) можна переписати  
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.0))(()( )()1()()(   iiiy
i YYYY

                                              (5.21) 
Оператор )(Y

  (5.19) слід представити у формі 
.0)()()(  YYY нл

                                              (5.22) 
де )(),( YY нл

  – лінійний і нелінійний оператори. Тоді, враховуючи 
співвідношення )()( )()()( iлiiлY YYY

 , )()(
)1()1()(   iлiiлY YYY

, складемо замість 
системи (5.21) ітераційну схему методу Ньютона-Канторовича 





                               (5.23) 
Таким чином, на 1i -ій ітерації методу Ньютона - Канторовича система 
зберігає той же вигляд, виключаючи нелінійні доданки. 
Ітераційний процес закінчується, коли різниця двох останніх величин 
виявляється меншою заданої величини  . В якості першого наближення 
рекомендується використовувати розв’язки лінійної крайової задачі. 
 
5.3 Термопружний напружений стан багатошарової циліндричної 
оболонки неоднорідної структури по товщині з урахуванням ідеального і 
неідеального контакту між шарами 
 
Основні рівняння. Нехай круговий порожнистий циліндр навантажений по 
циліндричним поверхням r = ra і r = rb стаціонарними температурними 
навантаженнями ta(z) і tb(z) і рівномірно розподіленими по окружній координаті 
зусиллями qa(z) і qb(z). Напрямок осей циліндричної системи координат вказано на 
рисунці 5.2 а. Напруження, які виникають в точці циліндра при дії зовнішнього 
навантаження, показані на рисунці 5.2 б.  
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а)                       б) 
Рисунок 5.2 – Багатошаровий круговий порожнистий циліндр скінченої 
довжини. 
 
Вважається, що температурні навантаження і заданий по лицьовим 
поверхням циліндра тиск є осесиметричними щодо поздовжньої осі циліндра. Але 
при цьому їх величина змінюється вздовж меридіана і залежить від координати z. 
Крім того, циліндр має скінчеу довжину l. Також при розв’язанні задачі може 
враховуватися ефект прослизання шарів циліндра один щодо одного в 
поздовжньому напрямку. 
На основі класичної теорії анізотропного пружного тіла для вирішення 
поставленої задачі були складені рівняння рівноваги, фізичні та геометричні 
співвідношення. 
Фізичні співвідношення. Прийнявши циліндричну систему координат r, θ, 
z  і задавши напрям осі x, від якої відраховується кут θ (рисунок 5.2 а), фізичні 
співвідношення для i-го ортотропного шару з циліндричною анізотропією 
запишуться у вигляді 























































































































































































































































































матриці-стовпці напружено-деформованого стану та температурних деформацій, а 
також матриця коефіцієнтів податливості ][ irB  відповідно. Тут  iziir EEE ,,  







z GGG ,,  модулі зсуву в площинах θ0z, r0z, r0θ відповідно; 
),,,( zrjki jk   – коефіцієнти Пуассона; ),,( zrj
i
j   – температурний 
коефіцієнт лінійного розширення в напрямках осей циліндричної системи;  t  
зміна температури на лицьових поверхнях циліндра; N – кількість шарів циліндра. 
Розв’язуючи систему рівнянь (5.24) щодо напружень, нескладно знайти такі 
фізичні співвідношення: 
 


































































































Тут коефіцієнти матриці жорсткості ][ irA  визначаються виразами 
      ,, 12133311221223332211   iiiiiiii bbbabbba  
     ,, 133122313121212221133   iiiiiiiii bbbbabbba  
    ,, 1231113122311322231213   iiiiiiiiii bbbbabbbba
 iiiiiiiii bbbbbbbbb 133221312312332211 ,233211331221312213








































































   ,),...,2,1( Ni                     (5.26) 
де  iziir uuu ,,  переміщення в радіальному, коловому і поздовжньому напрямку 
i-го ортотропного шару циліндра )( 1 ii rrr відповідно. У зв'язку з тим, що 
розглянута задача в осесимметричній постановці щодо осі z, переміщення iu   не 






     ,
r





















       
Рівняння рівноваги. В осесимметричній двовимірній постановці задачі 





























                                  
(5.28) 





















 .                          (5.29) 




z /f   являє собою відношення коефіцієнта 
теплопровідності i-шару в поздовжньому напрямку до коефіцієнта 
теплопровідності в радіальному напрямку.  
Для вирішення поставленої задачі, складено систему з трьох 
диференціальних рівнянь в частинних похідних (5.28) – (5.29), необхідно задати 
граничні умови на торцях і лицьових поверхнях циліндра, а також умови контакту 
по зв'язаних поверхнях сусідніх шарів. 
Граничні умови: 
– на торцях і лицьових поверхнях циліндра 
      ,00,0,,00,  rrru irzizir            ,0,,,0,  lrlrlru irzizir  
          ,0,,, 11  zrzqzr arzaar           ,0,,,  zrzqzr bNrzbbNr  
          0,0,  lrtrt ii     ),,..,2,1( Ni            ;,,,1 ztzrtztzrt bbNaa           (5.30) 
– по зв’язаних поверхнях сусідніх шарів 
                      ,,,,,, 11 zrzrzrzr iirziirziiriir     
                        ,,,,,,, 11 zrKzruzruzruzru iirziiziiziiriir    
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11  .),..,2,1( Ni           (5.31) 
В останній умові (5.31) параметр λi відповідає коефіцієнту теплопровідності 
i-го шару. 
Безрозмірні параметри. 
Для спрощення введення вихідних даних та узагальнення отриманих 































































































   
                                    




ztzT bbaa                                 (5.32) 
де E0, λ0, і α0 – значення модуля Юнга, теплопровідності і коефіцієнта теплового 
лінійного розширення еталонного матеріалу t0 – еталонна температура циліндра. 
Постановка крайової задачі. Підставляючи геометричні співвідношення 
(5.27) в рівняння (5.25) та (5.28), а також з урахуванням безрозмірних параметрів 
введених вище, можна отримати 





































































     







































































                                      (5.33) 
Граничні умови (5.30), (5.31), які записані за допомогою безрозмірних 
параметрів (5.32), приймають вигляд:  
– на торцях і лицьових поверхнях циліндру 
      ,00,0,,00,  RTURSRU irzizir          ,0,,,0,  lRTUlRSlRU irzizir  
      ,0,,, 11  zRTUzQzRS arzaar          ,0,,,  zRTUzQzRS bNrzbbNr  
              0,0,  lRTRT ii    ),,..,2,1( Ni           ;,,,1 zTzRTzTzRT bbNaa            (5.34) 
– по сполучених поверхнях сусідніх шарів 
                              ,,,,,, 11 zRTUzRTUzRSzRS iirziirziiriir    
         ,,,,,,, 11 zRTUKzRUzRUzRUzRU iirziiziiziiriir    




















11  ).,..,2,1( Ni         (5.35) 
Вільне обпирання торців циліндра. Розв’язки крайової задачі (5.33) – (5.35) 
в напрямку повздовжньої осі знаходяться у вигляді тригонометричних рядів  











      












                                                  














n b   
Підставляючи (5.36) в систему рівнянь (5.33), нескладно отримати її у 
наступному вигляді: 
 
























































   




























































                                    (5.37) 
За аналогічною схемою перетворюються і граничні умови (5.34), (5.35):  
– на лицьових поверхнях циліндру 















RdR anan  
















    ;,1 bnbNnanan TRFTRF                                   (5.38) 
– на сполучених поверхнях сусідніх шарів 








































       













            ,11 iiniin RR    












n      ,11 iiniin RFRF     









                                      
(5.39) 
Тут 


























Вважається, що в радіальному напрямі функціїи      iiniiniin RFRR ,, 
неперервні по товщині i-го шару, тоді за допомогою рядів Тейлора їх можна буде 
записати у вигляді:  











   











   










n RDRF         (5.40) 
Підставивши (5.40)  в рівняння (5.38) і прийнявши коефіцієнти при (R – 1)k 






















































































































































                              (5.41) 
Із рекурентних співвідношень (5.41) виходить, що всі коефіцієнти Сki, Bki  і  
Dki  можуть бути визначені через  C0i, C1i, B0i, B1i, D0i , D1i, коли k > 1. Тоді розв’язки 
системи рівнянь (5.39)  можуть бути записані в компактній формі 
       






































       






































                    
       





































RF                (5.42) 
де      jkgjkgоkg idicib ,,,,,  константи, які визначаються за допомогою 
рекурентних співвідношень (5.42). Невідомі константи C0i, C1i, B0i, B1i, D0i, D1i, 
число яких визначається кількістю дискретних шарів циліндру N, знаходяться 
шляхом підстановки виразів (5.42) в граничні умови (5.38), (5.39). Отримана при 
цьому лінійна алгебраїчна система рівнянь включає 6N невідомих констант. 
Визначивши значення виразів (5.42) і підставивши їх до заданих розв’язків 
(5.36), неважко за допомогою геометричних и фізичних співвідношень, що 
наведені вище, отримати розв’язок розглянутої термопружної крайової задачі. 
Метод сплайн-колокацій. Для розв’язання крайової задачі (5.33) – (5.35) у 
напрямку поздовжньої осі циліндра застосовуємо метод сплайн-колокаціі в одному 
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координатному напрямі, що дозволяє звести двовимірну крайову задачу до 
одновимірної. 
Розв’язки крайової задачі шукаємо у вигляді: 











r ZRZRU  























r ZRFZRT                                      (5.43) 
Вирази для В-сплайнів третього ступеня на розширеній сітці ' : 

































































де hzzt k /)(   на інтервалі 1,1,1,2],,[ 1  Niiikzz kk . 
Апроксимуючі функції  задаємо у вигляді: 


















































































При цьому можна задати на одному торці умови 0u  ,  а  на  іншому 
.0/  zu  Вибравши на відрізку інтегрування    Nzz ,0  1N   точку  колокації  
 1,1  Njz j   проведемо 1N  лінію jz   і після підстановки в (5.33) 
функцій (5.43) отримаємо систему із  13 N  диференційних рівнянь другого 




















































































































































































     (5.44) 

















































Граничні умови (5.43), (5.35) перепишуться у вигляді: 
– на лицьових поверхнях циліндра 





























































































antn TRFTRFZ  
 00
11 )(.))((                         (5.45) 
– на сполучених поверхнях сусідніх шарів 
     



























































































































rn RZRZ  








































tn RFZRFZ  
















RdF                     (5.46) 
Вважається, що в радіальному напрямку функції      iiiiii RFRR ,,   
неперервні по товщині i-го шару, тоді за допомогою рядів Тейлора їх можна буде 
записати у вигляді: 



















     









i RDRF             (5.47) 
де   
     Ti NkikikTi NkikikTi Nkikik DDDBBBCCC 1,1,1,1,1,1, ,..,,,..,,,..,    
Підставивши (5.47)  у рівняння  (5.44) і прирівнявши коефіцієнти при (R–1)k 
до нуля, нескладно отримати наступні рекурентні співвідношення 
  
     






















































































































































































































D                              (5.48) 
 




k DBC ,,   
можуть бути виражені через iiiiii DDBBCC 101010 ,,,,, , коли k > 1. Тоді рішення 
системи рівнянь (5.44) можуть бути записані в компактній формі 
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i RDkgDkgRF                                    (5.49) 
Невідомі константи iiiiii DDBBCC 101010 ,,,,, , число яких визначається 
кількістю дискретних слоїв циліндра K та кількістю точок колокації N+1, 
знаходяться шляхом підстановки виразів (5.49) у граничні умови (5.45), (5.46). 
Отримана при цьому лінійна алгебраїчна система рівнянь включає 6∙(N+1)∙K 
невідомих констант. 
Визначивши значення виразів (5.49) і підставивши їх в задані рішення (5.43), 
нескладно за допомогою геометричних і фізичних співвідношень, наведених вище, 
отримати рішення розглянутої термопружності крайової задачі. 
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5.4 Конструкційна міцність багатошарових тонкостінних елементів у 
формі оболонок обертання  
5.4.1 Напружений стан ущільнювального кільця із композиційного 
матеріалу з урахуванням  температурного навантаження 
 
Геометричні параметри багатошарового ущільнювального кільця rа= 0,05м,   
rb= 0,06 м и l= 0,05 м. У результаті  контакту обертових і нерухомих деталей під час 
нерозрахункового режиму виникає теплове навантаження на внутрішній поверхні: 






де .)2/(t)2/(tt ba    
Кільце складається з N=3 дискретних анізотропних шарів. Розглядається 
кілька варіантів ущільнювальних кілець, виготовлених  з композиційних 
матеріалів: вуглепластика, склопластику, боропластика і композитів на основі 
волокна кевлар-49. Всі три шари мають однакові пружні та фізичні властивості, які 
визначаються за методикою, запропонованої в главі 3. 
Фізико-механічні характеристики волокон і матриці, розглянутих композитів 
представлені нижче, а інтегральні характеристики дискретного шару із заданими 
кодами армування в таблиці 5.1 і таблиці 5.2. 
Склопластик.  Модуль пружності вE  і  коефіцієнт Пуассона в  намотуваних 
стрічок, набраних з алюмоборосилікатних ниток, відповідно дорівнюють
25,0,55000в  вМПаE . Як матриця склопластику використовувався 
епоксидний полімер з наступними параметрами пружності: 
4,0,3550  мм МПаE .  У кожному односпрямованому шарі товщиною 
0,157мм зміст, займаний  стрічками,  становить   7,0вV  від загального об’єму. 
Фізичні властивості:    1616 1045,105 KK мв  коефіцієнти лінійного 
теплового розширення волокна і матриці; 
 )/(133,0),/(05,1 KмВтKмВт мв коефіцієнти теплопровідності. Кожен 
дискретний анізотропний шар склопластику складається з 21 односпрямованих 
 118 
шарів з кодами армування: S22 ]0/)90/0/(45/90/45[
    – перший варіант;  
S22 ]0/)0/90/(45/0/45[
   – другий варіант. 
 
Таблиця 5.1 – Фізико-механічні характеристики дискретних шарів 
ущільнювального кільця (перший варіант) 

















































































































































































































































































































Вуглепластик. Згідно паспортним даним модулі пружності вE  і коефіцієнт 
Пуассона в  вуглецевого волокна ЛУ-03 відповідно дорівнюють 235000МПа та 
0,3. Механічні характеристики матриці вуглепластика (сополімер 
епокситрифенольної та аниліноформальдегідної смол) – .32,0,МПа3500E мм   
У кожному моношарі товщиною  0,107мм  зміст, займаний волокнами, становить 
55,0вV  від загального об’єму.  Фізичні властивості:   
 16 ,102,1 Kв  
  161045 Kм коефіцієнти лінійного теплового розширення волокна і матриці; 
 )/(133,0),/(0,20 KмВтKмВт мв коефіцієнти теплопровідності. Кожен 
дискретний анізотропний шар вуглепластика складається з 31односпрямованого 
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шару з кодами армування: S2222 ]0/45/)0/90/(45/90/90/0[
   – перший 
варіант; 
S2222 ]0/45/)90/0/(45/0/0/90[
  – другий варіант. 
 
Таблиця 5.2 – Фізико-механічні характеристики дискретних шарів 
ущільнювального кільця (другий варіант) 

















































































































































































































































































































Анізотропний шар на основі волокна кевлар-49.  Модуль пружності вE  і  
коефіцієнт Пуассона в  волокна  кевлар-49 дорівнюють 
35,0,131000в  вМПаE . Як матриця використався епоксидний полімер з 
наступними параметрами пружності: 35,0,3500  мм МПаE . У кожному 
односпрямованому шарі товщиною 0,157мм зміст, займаний  стрічками,  становить   
6,0вV  від загального об’єму. Фізичні властивості:  
  1616 1060,102 KK мв  коефіцієнти лінійного теплового 
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розширення волокна і матриці;  )/(133,0),/(816,4 KмВтKмВт мв
коефіцієнти теплопровідності. 
Кожен дискретний анізотропний шар склопластику складається з 
21односпрямованих шарів кодами армування: S22 ]0/)90/0/(45/90/45[
    – 
перший варіант;  S22 ]0/)0/90/(45/0/45[
    – другий варіант. 
Боропластик. Модуль пружності вE  і коефіцієнт Пуассона в  высокомодульнтх 
борних волокон відповідно дорівнюють 400000МПа і 0,2. Механічні 
характеристики епоксидної матриці – 35,0,4200  мм МПаE . У кожному 
моношарі товщиною 0,107мм зміст, займаний волокнами, становить 5,0вV  від 
загального об’єму.  Фізичні властивості:   1616 100,40,100,4 KK мв  
коефіцієнти лінійного теплового розширення волокна і матриці; 
 )/(133,0),/(0,38 KмВтKмВт мв коефіцієнти теплопровідності. Кожен 
дискретний анізотропний шар боропластика складається з 31односпрямованого 
шару з кодами армування: S2222 ]0/45/)0/90/(45/90/90/0[
   – перший 
варіант;  S2222 ]0/45/)90/0/(45/0/0/90[





а)                                                                   б) 
    
в)                                                                      г) 
Рисунок 5.3 – Розподіл осьових  напружень (перший варіант):  
а) боропластик; б) кевлар; в) склопластик; г) вуглепластик 
 
 
а)                                                                              б) 
 
в)                                                                       г) 
Рисунок 5.4 – Розподіл колових напружень (перший варіант): 
а) боропластик; б) кевлар; в) склопластик; г) вуглепластик 
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а)                                                                      б) 
 
в)                                                                  г) 
 
Рисунок 5.5 – Розподіл радіальних  напружень (перший варіант): 
 а) боропластик; б) кевлар; в) склопластик; г) вуглепластик 
 
 
а)                                                                 б) 
 
в)                                                                г) 
Рисунок 5.6 – Розподіл напружень поперечного зсуву (перший варіант):  
а) боропластик; б) кевлар; в) склопластик; г) вуглепластик 
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а)                                                                   б) 
    
в)                                                                г) 
Рисунок 5.7 – Розподіл осьових  напружень(другий варіант):  
  а) боропластик; б) кевлар; в) склопластик; г) вуглепластик 
 
а)                                                               б) 
    
в)                                                                          г) 
Рисунок 5.8 – Розподіл колових напружень (другий варіант): 




а)                                                                   б) 
 
в)                                                                   г) 
 
Рисунок 5.9 – Розподіл радіальних  напружень (другий варіант): 
 а) боропластик; б) кевлар; в) склопластик; г) вуглепластик 
   
а)                                                                 б) 
    
в)                                                                 г) 
Рисунок 5.10 – Розподіл напружень поперечного зсуву (другий варіант):  
а) боропластик; б) кевлар; в) склопластик; г) вуглепластик 
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На рисунках 5.3 – 5.6 показані графіки розподілу напружень в точках 
розглянутого варіанту ущільнювального кільця, для першого варіанта армування. 
Фізико-механічні характеристики матеріалу першого варіанта ущільнювального 
кільця наведені в таблиці 5.1. Слід зазначити, що отримані значення фізико-
механічних характеристик композиційних матеріалів задовільно співпадають з 
експериментальними даними, наведеними в роботі [170].   
Максимальні значення тангенціальних нормальних напружень виникають у 
середній частині  ущільнювального кільця, в точках внутрішньої лицьової 
поверхні. Так, наприклад, нормальні напруження в поздовжньому напрямку σz 
залежно від матеріалу кільця змінюються від σz = 31 МПа (склопластик) до σz = 100 
МПа (боропластик). В коловому напрямку напруження σθ  у кільці з боропластика 
в 5 разів перевищують відповідні напруження, які виникають у кільці зі 
склопластику: σθ = 188 МПа (боропластик),    σθ = 97 МПа (вуглепластик),    σθ = 72 
МПа (кевлар),  σθ = 38 МПа (склопластик). 
Максимальне  значення радіальних напружень у кільці з боропластика не 
перевищує σr = 0,4 МПа. У кільці зі склопластику ці напруження практично відсутні 
і не впливають на його міцність. Слід зазначити, помітне збільшення дотичних 
напружень поперечного зсуву τrz на торцях ущільнювального  кільця:  τrz = 4 МПа 
(боропластик),   τrz = 2,2 МПа (вуглепластик), τrz = 1,8 МПа (кевлар), τrz= 0,9 МПа 
(склопластик). 
Таким чином, можна стверджувати що, запропонована експериментально-
теоретична методика визначення пружних і  термопружних сталих композиційних 
матеріалів. Наведено фізико-механічні характеристики армованих матеріалів: 
боропластиков, склопластиків, вуглепластиков і композиційного матеріалу, 
виготовленого на основі волокон кевлар 49. Розглянуто різні варіанти армування 
таких матеріалів. На основі  дискретно-структурної теорії проведені дослідження 
напружено-деформованого  стану багатошарових ущільнювальних кілець робочого 
колеса при дії теплового навантаження, що виникає в результаті  контакту (тертя) 
обертових і нерухомих деталей насоса в зоні ущільнення. При цьому враховуються 
як статичні, так і кінематичні умови взаємодії сполучених шарів.  Як ілюстрація 
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були проведені чисельні розрахунки ущільнювальних кілець, виконаних з різних 
армованих пластиків. Запропонований алгоритм рішення, розглянутого тут класу 
задач, дозволяє одержувати розрахункові дані для оцінки впливу фізико-
механічних характеристик окремих шарів на термопружний деформований стан 
неоднорідних по товщині циліндрів. Показано, що в менш жорсткому 
ущільнювальному кільці зі склопластику тангенціальні напруження, які виникають 
від дії температурного навантаження,  приблизно в 3 рази менше напружень у 
кільці з вуглепластика. 
 
5.4.2 Розрахунок на міцність бандажного та муфтового з’єднань 
склопластикових труб 
 
Розрахунок на міцність бандажного з'єднання. На рисунок 5.11 показаний 
загальний вид бандажного з'єднання склопластикових труб (L = 240 мм, L1 = 140мм, 
D = 113 мм). Механічні характеристики труб наведені в таблиці 5.1, бандажа – у 
таблиці 5.3. Тут розглядається 2 варіанти бандажного з'єднання. У першому 
класичному варіанті  товщина труб  у місці їхнього стику приймається постійною. 
У другому варіанті приймається з'єднання у вус (рисунок  1), коли товщина труби 
лінійно зменшується із зовнішньої сторони до  торців труб, що з'єднують.   
Склопластикова труба містить 16 односпрямованих армованих шарів із 
заданою схемою укладання: . Модулі пружності – Ев, Gв, 
коефіцієнт Пуассона  νв ,  алюмоборосилікатних стрічок, набраних з ровинга Е-600 
(виготовлено в КНР), відповідно дорівнюють  Ев=55000МПа, Gв=22000МПа, 
νв=0,25. Матриця склопластику – епоксидний полімер з наступними параметрами 
пружності: Ем=3550МПа, Gм=1270МПа, νм=0,4. У кожному моношарі товщиною 









Результати експерименту Експериментально – теоретичні значення 
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2 24100ЭzE  0,92 
 
Примітка: rz EEE ,,  модулі пружності 1-го роду в поздовжньому, окружному   й   
радіальному напрямках;     rzrz G,G,G   модулі зрушення;  
  zrrzrrzz ,,  коефіцієнти Пуассона. 
 
Склопластикова труба виготовлялася методом намотування на розбірне 
циліндричне оправлення. Сполучна композиція включала 100  масових частин 
(мас. ч.)  епоксидної смоли Epicot 828, попередньо прогрітої до температури 700С. 
У  приготовлений   об'єм   епоксидної   смоли додавали 2 мас.ч. прискорювачі УП-
606/2 й 80 мас. ч. та отверджувача МТНРА  (виготовлено в КНР).  
Інші експериментально-теоретичні значення  механічні характеристика 
склопластику (таблиця 5.2) визначалися інтегрально для всього пакета шарів за 
методикою, наведеною в розділі 3.  Для визначення граничних напружень зразки 
кожної серії доводили до   руйнування   при випробуванні на розтягання 
(ДЕРЖСТАНДАРТ 25.601 – 80), на стиск (ДЕРЖСТАНДАРТ 25.602 – 80). 
Вважаючи, що певні значення граничних напружень являють собою нормально 
розподілену генеральну сукупність параметрів, у таблиці 5.2 наведені довірчі 
інтервали середнього значення граничних напруг 
ср
а  при довірчій імовірності 
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Як відзначається в роботах [170, 171] розкид експериментальних значень 
граничних руйнівних напружень поперечного зсуву та обтиснення досить великий, 
що в першу чергу пов'язане з особливістю будови армованих пластиків, 
трудомісткістю й складністю проведення експерименту. Тому для проведення 
подальших досліджень були прийняті середні значення граничних напружень: 
МПа9033  , МПа1633  , МПа3023231313    ,  МПа501212    .  
 
Таблиця 5.5 – Фізико-механічні характеристики бандажа  




























































           
   
Рисунок 5.11 – Схема бандажного з'єднання склопластикових труб  
 
Розрахунок і аналіз напружено-деформованого стану  досліджуваних з'єднань 
проводиться на основі результатів рішення осесиметричної задачі теорії пружності 
для неоднорідного тіла в пакеті прикладних програм ANSYS. При цьому 
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деформування як бандажного, так і муфтового з'єднань супроводжується значними 
деформаціями згинання. Дослідження збіжності рішення показало, що для 
розрахунку на міцність даних з'єднань досить використати сітку з характерним 
розміром елемента 0,075 – 0,1 товщини шару. Найнебезпечніший, визначальний 
початок розшарування конструкції, є міжшарові напруження поперечного зсуву і 
трансверсального відриву. Максимальні значення цих напружень виникають у зоні 
контакту торців труб, що з'єднуються, і бандажа. Тому для підвищення міцності 
бандажних з'єднань, у першу чергу, необхідно збільшувати між шарову  міцність 
склопластику на відрив. 
Нехай склопластикова труба навантажена  внутрішнім  тиском 17 МПа. 




 а)       б)  
Рисунок 5.12 – Розподіл нормальних напружень: 
а) тангенціальних – σΘ ;   б) поздовжніх –  σz 
 
 




        а)       б)  
Рисунок 5.14 – Розподіл дотичних напружень поперечного зсуву:  
а) τrΘ ;    б) τrz 
Напружений стан 2 варіанти бандажного з'єднання наведений на  
рисунці 5.15 – 5.17. 
 
 
      а)       б)  
Рисунок 5.15 – Розподіл нормальних напружень:  
а) тангенціальних – σΘ  ; б) поздовжніх –  σz 
 
                              
Рисунок 5.16 – Розподіл радіальних напружень σr 
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      а)       б)  
Рисунок 5.17 – Розподіл дотичних напружень поперечного зсуву: 
а) τrΘ ;                  б) τrz 
 
Аналіз результатів, проведеного чисельного експерименту, дозволяє 
відзначити наступне. При застосуванні другого варіанта нормальні радіальні 
напруження в зоні з'єднання труб дорівнюють σr = 21 МПа, для першого класичного 
варіанта   бандажного з'єднання   значення   цих   напружень становлять  σr = 86 
МПа. Так само зменшується величина   нормальних   осьових напружень   у  центрі 
бандажа з σz = 123 МПа (1 варіант) до σz=68МПа (2 варіант). При  цьому  
безпосередньо в склопластиковій трубі  ці напруження  збільшуються з  σz =75 МПа 
(1варіант) до σz = 90МПа (2 варіант). Така ж картина має місце і для нормальних 
колових напружень – з  σΘ = 174 МПа (1 варіант)  до  σΘ =105 МПа (2 варіант)  у  
бандажі  та  з   σΘ = 50 МПа  (1варіант) до  σΘ =70 МПа (2 варіант) у трубі. Слід 
також  зазначити зменшення дотичних напружень із  τrz = 20МПа (1варіант) до  τrz 
=12 МПа (2 варіант) у небезпечній зоні.  
Для розрахунку на міцність приймаються максимальні напруження другого 
варіанта бандажного з'єднання, які виникають у точках поверхні   контакту   труба 
- бандаж (клейовий   прошарок)  у місці з'єднання труб: 
                   .1,12,11,20,105,64 МПаМПаМПаМПаМПаМПа zrrzrz     
Для оцінки  несучої  здатності   розглянутої склопластикової  оболонки можна 
використати модифікований  критерій міцності (5.5) – (5.8), що включає 
трансверсальні напруження  і враховує  впливи ослабленого міжфазного контакту 
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шарів. Слід зазначити, що при переході до циліндричної системи координат 
виконуються тотожності:          
                              .,,,,, 322131332211   rzrzrz   
Для оцінки несучої здатності розглянутих з'єднань експериментально визначалися 
наступні значення границь міцності бандажа зі склопластику: 
    МПа2002211    ,   МПа1802211    ,   МПа9033  ,    МПа6033  ,  
    МПа501212    ,       .2423231313 МПа   . 
Значення коефіцієнтів критерію міцності (5.5) – (5.8) наведені в таблиці 5.6. 
 
Таблиця 5.6 – Значення тензорів поверхні міцності склопластику 
   
Аналізуючи коефіцієнти таблиці 5.6, слід зазначити, що найнебезпечнішим 
видом руйнування є деформації поперечного зсуву і трансверсального відриву. 
Теоретичне значення руйнуючого гідростатичного тиску МПа35,17qT  , що трохи 
вище експериментально отриманого руйнуючого тиску  МПа0,17q*Э  .  
Експериментальні дослідження проводилися на підприємстві ТОВ 
“Склопластикові труби” м. Харків. Труби, що з'єднують, містилися в 
експериментальний стенд, де торці жорстко закріплювалися спеціальними 
захопленнями. Для створення в трубі внутрішнього тиску в неї подається вода за 
допомогою плунжерного насоса. Параметри навантаження контролювали 
високоточним манометром.    
Розрахунок на міцність муфтового  з'єднання.  На рисунок 5.18 наведена 




























































































































мм, D = 113 мм). Механічні характеристики труби і муфти однакові та наведені в 
таблицях 5.3– 5.4. Тут d –  внутрішній діаметр труби,   δТ – товщина стінки труби, 
δТТР– товщина стінки торця труби, З – довжина проточки під клейовий шов, d – 
внутрішній діаметр муфти,  δМ – товщина стінки  муфти,    δМТР– товщина стінки 
торця муфти, δМТР  = δМВ  ,   δМВ – товщина виточення муфти. 
 
                     







Рисунок 5.18 – Схема муфтового з'єднання склопластикових труб 
 
Геометричні розміри муфтового з'єднання, внутрішній розрахунковий тиск q, 
площа клейового з'єднання Sкл  представлені нижче у таблиці 5.7. 
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α, гр. З1, мм З, мм 
















1 83 11,04 6,37 5 285,15 1,767 393,25 
Маса* – розрахункова маса при щільності  γ =1,9 г/см3. 
Труба  з муфтовим з'єднанням навантажена  внутрішнім  тиском q=8МПа. 
Напружений стан муфти наведений на рисунках 5.19 – 5.21. Для чисельного 
рішення розглянутої задачі в системі ANSYS була побудована осесиметрична  
геометрична модель муфти з урахуванням заданої схеми армування і анізотропії 
шарів. Дискретизація моделі проводилася з використанням чотирикутних восьми 
вузлових скінчених елементів PLANE183. Розмір скінчених елементів вибирався 
на основі досліджень збіжності отриманого рішення. 
 
 
      а)       б)  
Рисунок 5.19 – Розподіл нормальних напружень:  
а) тангенціальних – σΘ  ;     б) поздовжніх –  σz 
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Рисунок 5.20 – Розподіл радіальних напружень σr 
 
  
а)       б)  
Рисунок 5.21 – Розподіл дотичних напружень поперечного зсуву:  
а) τrΘ ;                  б) τrz 
 
Максимальні напруження в муфті розглянутого з'єднання виникають в точках 














Беручи до уваги технологію виготовлення муфтового клейового з'єднання, 
коли на підготовлені торці труб за допомогою епоксидної смоли кріпиться муфта, 
основним фактором, який визначає міцність такого з'єднання стають адгезійні 
властивості клейового шва. Тому граничні значення нормальних напружень 
склопластикової муфти приймалися по таблиці 5.4, а граничні напруження 
поперечного зсуву і трансверсального відриву згідно даним роботи [144, 170 – 171]:  
МПа410,МПа240 2211   , МПа360,МПа190 2211   , МПа9033  ,  
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           МПа6033  ,    МПа501212   ,   .МПа1423231313 
 . 
Значення коефіцієнтів критерію міцності (5.5) – (5.8) наведені в таблиці 5.8. 
 
Таблиця 5.8 – Значення тензорів поверхні міцності склопластику 
 
Аналізуючи коефіцієнти таблиці 5.8, слід зазначити, що найнебезпечнішим 
видом руйнування є деформації поперечного зсуву і трансверсального відриву. Вже 
при значенні границі міцності напружень при деформаціях поперечного зсуву
.5,1223231313 МПа    відбувається руйнування клейового шару муфта-труба.  
Запропонована експериментально-теоретична методика розрахунку на 
міцність бандажних і муфтових з'єднань стеклопластиковых труб. Розглянуто три 
варіанти бандажних з'єднань, які мають конструктивні відмінності.  У першому 
класичному варіанті  товщина труб  у місці їхнього стику приймається постійної. У 
другому варіанті приймається з'єднання у вус, коли товщина труби лінійно 
зменшується із зовнішньої сторони до  торців труб, що з'єднують.  Другий варіант 
бандажного з'єднання виявився більше раціональним, виходячи з умов міцності. 
Зменшуючи товщину стінки труби в місці стику й тим самим зменшуючи її 
жорсткість, можна домогтися умов оптимального перерозподілу зусиль  у 
розглянутих з'єднаннях.  
Порівняння результатів розрахунку на міцність за запропонованою методикою 
з експериментальними даними доводить її ефективність. Відзначається, що 
руйнування муфтового з'єднання можливо через низьку граничну міцність 




























































































































забезпечити можливість перерозподілу навантажень між з трубами, що з'єднують, 
і муфтою при внутрішньому тиску, потрібно створити їх надійне зчеплення з 
подальшим спільним деформуванням труби та муфти за рахунок підвищення 
адгезійних властивостей клейового шару. Ці умови можна виконати, приймаючи 
конструктивні рішення в плані зміни форми муфти та способів підготовки поверхні 
кінців труб, що з'єднують. 
 
5.5 Висновки по п’ятому розділу  
 
У п’ятому розділі на основі методу ортогональної прогонки С.К.Годунова 
розроблений алгоритм розв’язання задач міцності та несучої здатності 
тонкостінних осесиметричних конструкцій складної геометрії уздовж меридіана. 
На основі запропонованих розрахункових моделей, а також розглянутих раніше 
алгоритмів розрахунку такого класу задач на мові програмування ФОРТРАН 
створено пакет прикладних програм. 
Для оцінки несучої здатності труб зі склопластику запропонована нова 
методика розрахунку його конструкційної міцності. Застосовуючи алгоритм 
покрокового навантаження і модифікований тензорно-поліноміальний критерій 
міцності, який включає напруження поперечного зсуву   33, ii   2,1, ji  і 
трансверсального відриву або стискання   33, ii , нескладно знайти момент 
руйнування зв’язуючого і порушення статичних і кінематичних умов контакту між 
шарами. 
Встановлено вплив жорсткості фланців на напружено-деформований та 
граничний стан склопластикових труб в зоні їх з'єднання. Порівнюючи значення 
дотичних і трансверсальних напружень, які виникають в точках контакту сталевих 
і дюралюмінієвих фланців зі склопластиковою оболонкою, можна відзначити, що 
зазначені напруження відрізняються майже в 1,5 рази. Отримані за допомогою 
модифікованого поліноміального критерію міцності теоретичні значення величин 
граничного тиску, при якому відбувається руйнування склопластикової труби в 
точках контакту її поверхні з металевими фланцями, дозволяють стверджувати, що 
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застосування дюралюмінієвих фланців у порівнянні зі сталевими фланцями 
дозволяють збільшити граничний тиск майже на 25%. Варіюючи жорсткістю 
фланців, можна досягти оптимальних умов роботи розглянутої конструкції 
склопластикової труби. 
 
6 СТРУКТУРНА МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ 
МАГНЕТОЕЛЕКТРОПРУЖНОГО КОМПОЗИТНОГО МАТЕРІАЛУ 
 
В цьому розділі досліджуються властивості магнетоелектропружних 
матеріалів, армованих регулярною двоякоперіодичною системою циліндричних 
волокон. Припускається, що в структурі задані середні значення компонент 
механічних напружень, векторів електричної та магнітної індукції, що 
відповідають стану антиплоської деформації. 
Загальне подання розв’язку розшукується в класі квазіперіодичних функцій і 
описується дзета-функцією Вейєрштраса. Гранична задача зводиться до системи 
регулярних інтегральних рівнянь, яка реалізуються за схемою механічних 
квадратур [166].  
Схема рішення проблеми осереднення [167, 168, 169, 170, 171] 
узагальнюється на регулярно армованому магнетоелектропружному середовищі і 
будується алгоритм визначення макроскопічних параметрів через деякі 
функціонали, які визначені через розв’язок системи регулярних інтегральних 
рівнянь, які відповідають граничній задачі. 
 
6.1 Постановка задачі. Комплексні подання 
 
Під магнетоелектропружним композитним матеріалом будемо розуміти 
необмежене магнетоелектропружне середовище (матрицю), армоване 
двоякоперіодичною системою груп прямолінійних волокон (рисунок 6.1). При 
цьому приймемо такі припущення: 
1) контакт матриці та волокна здійснюється по всій поверхні волокна без 
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натягу; 
2) конгруентні волокна тотожні в сенсі розмірів та фізичних властивостей; 
3) в площині поперечного перерізу композитного матеріалу (КМ) лінії 
розподілу компонентів структури – прості замкнуті ляпунові дуги, що не 
перетинаються [172]; 
4) зовнішній вплив реалізується у вигляді середніх компонент: механічних 
напружень ,   , магнітної індукції ,B B   та електричної індукції 
,D D  , що діють в структурі. 
 
Рисунок 6.1 – Фундаментальна комірка   
 
Віднесемо таку структуру до декартових прямолінійних осей Ox x x   . Нехай 
 Im      та  Im      - основні періоди армування;  ,jL j N  - контур 
поперечного перерізу j - го волокна, яке займає область j  в основній комірці 
; jL L  ,  - область, яку займає матриця (рисунок 6.1). 
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       
       
       
     
     
     
     
     
         

                (6.1) 
Рівняння рівноваги, збереження електричних та магнітних зарядів 






    
   
   
    
    
    
                                          (6.2) 
Вирази механічних деформацій, напруженостей електричного та магнітного 
полів 











     
   
   
     
   
   
                                          (6.3) 
У співвідношеннях (6.1)-(6.3): ,k   ,ke   ,kD  ,kB  ,kE  kH  ( , )k    - 
відповідно зсувні механічні напруження та деформації, електрична та магнітна 
індукція, напруженість електричного та магнітного полів: E  та H  - електричний 
та магнітний потенціали. Матеріальні константи ,c  ,e  ,h  ,  ,   , які 
фігурують в (6.1), описані та задані в [173]. Для j - го волокна будемо приписувати 
їм індекс j . 
Підставимо в рівняння (6.2) вирази польових величин з (6.1). Отримаємо 
  2 44 3 15 15 0E Hc u e h      
  2 15 3 11 11 0E He u         
  2 2 2 215 3 11 11 1 20,E Hh u              
Звідси, мають місце такі комплексні подання 
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     
        
      
, , Re , Re ,
, , ( , ),
, , , ,










w u f z w f z
f z f z f z f z j N
c e h





   
  
 











      
 
 
     
   
 
        
   
                  (6.4) 
де    ,k kjf z f z   , , ,j N k    - функції, аналітичні в областях   и j , 
відповідно.  
Враховуючи (6.4), визначимо з (6.1) польові величини в матриці через 
аналітичний вектор  f z  
            
       
          
, , Re , ,
, , Im , , , .
T
T
dD B F z F f z f z
dz
D B F z F f z f z f z
 
 
       
        
    
     
    (6.5) 
Або  
    , , .Ti D iD B iB F z             
Головний вектор механічної напруженості, потоки магнітної та електричної 
індукції через довільну гладку дугу AB  в фундаментальній комірці   
визначається за формулою  







D ds ds f z
B
   

   

 
      
  
           (6.6) 
де   - кут між додатньою нормаллю до AB  та віссю x . 
Умови спряження матриці та j - го волокна в фундаментальній комірці мають 
вигляд 
      , , ,B , ,B ,
j j
S S
TT j j j
j n n n n n n
L L
w w X D ds X D ds j N          . 
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Враховуючи співвідношення (6.4) та (6.6) подамо їх в комплексній формі на 
jL L   
                     Im Im , Re Re , ,j j jf z f z f z f z j N                      (6.7) 
Кусково-голоморфний стовпець  f z  повинен забезпечувати 
квазіперіодичність вектора w  та, відповідно, двоякоперіодичність вектор-функції 
 F z . Нехай  
     
        
          
,
, L , Im ,
,





j j j j j j
f z z
A q z t z dt L q t
i f z z





     
       
      
 
   (6.8) 
де  z  - дзета-функція Вейєрштрасса, побудована на періодах 
  та   [167], A  - сталий стовпець,  що забезпечує існування в структурі заданих 
середніх величин ,   , ,D D  та ,B B . 
Для визначення стовпця A  використаємо співвідношення (6.6). Згідно 
(рисунок 6.1), маємо  
            
 
   
Im , Re , Im ,







ds f z h H
ds H h f z


    





     

    
    
    


                 (6.9) 
де ,    - середні компоненти величин (6.5), які діють на гранях 
фундаментальної комірки  . 
Згідно групової властивості дзета-функції Вейєрштрасса [174] 
 
     
 
, , , ,
, .
vz z
i h i H

 
      
                
         
      
   
Маємо в (6.9) 











     
   .               (6.10) 
Використовуємо приріст (6.10) у співвідношення (6.9), після перетворень 
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маємо  
                                  
Re Im ,














      
   
 
                 (6.11) 
Таким чином, інтегральні подання у (6.8) та співвідношення (6.11) 
забезпечують квазіперіодичність механічних переміщень, електричного та 
магнітного потенціалів, компонентів електричного та магнітного полів. 
 
6.2 Інтегральні рівняння магнетоелектропружного композитного 
матеріалу 
 
Згідно з формулами Сохоцького-Племеля [175] граничні значення векторів 
(6.8) на L  мають вигляд 
 
        







z t L z
z t L z
j j j j
L




At q t q t t t dt
i























де під особливим інтегралом в правій частині розуміють 
            
\j j
j j j
L L L L
q t t t dt q t t t dt q t t t dt          . 
Підставляючи граничні значення (6.12), враховуючи (6.11) в крайових умовах 
(6.7), перша умова задовольняється тотожно, а друга умова приводить до 
матричного регулярного інтегрального рівняння другого роду 
               Im , , ,j j j j j j
L
q t t t dt M l t N t j Nq t 
   




     
     
, I diag , , ,
, Im Im Re , Re Im .
N
j j j j j j
j
j j j j j j
I I t L t L









       
 
        




Існування та єдиність розв’язку рівняння (6.13) доводиться за схемою [167] 
для ізотропного композитного матеріалу. 
 
6.3 Осереднення фізичних властивостей магнетоелектропружного 
композита 
 
При оцінці полів в елементах конструкцій із композитного матеріалу 
[178,179] звичайно цей матеріал замінюють деяким гомогенним матеріалом, 
еквівалентним (в певному розумінні) середовищу з заданою мікроструктурою. 
Питання такого роду зводяться до так званої проблеми осереднення властивостей 
композитних матеріалів. Осереднення фізичних властивостей 
магнетоелектропружного композита проведемо згідно схеми [167, 170, 171, 176, 
177]. 
В модельному середовищі, що припускається однорідним, маємо з (6.4) 
       
       
, , ,
, , ,
ww z w z w x x w x x
x





          

 
        
 
     

        
 
   (6.14) 
де кутові дужки означають середні значення відповідних величин. 
З іншого боку, в силу (6.10) та (6.4) 
                           
   
   
Re ,
Re .
lw z w z A
i







   
 
   
       
       
                       (6.15) 



















       
          
 
Підстановка у ці рівності виразів для вектор-стовпця A  з (6.11) отримуємо 
таку рівність 





























   


   

         
         
 
Рівності (6.16) визначають матеріальні рівняння макромоделі 
магнетоелектопружного композиту та, як наслідок, його ефективні фізичні 
характеристики. 
Для більш докладного опису макромоделі композиту введемо стандартні 
розв’язки системи (6.13) у вигляді    матриць  ( )jR t  та  ( )jR t  таким чином, 
щоб виконувалась рівність 
                    
             
   ( )
,
Im , , , .
k
j j j j k
k
j
q t R t R t R t
R t k j N
      
    
                           (6.17) 
При цьому, в силу (6.10) 




j k j k j j
j jL L
l R t dt l l R t dt 
 
      
Для визначення матриць   ( ) ,kjR t k    приходимо з (6.13) до таких 
регулярних матричних інтегральних рівнянь 
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         
     
( ) ( )Im , Re Re ,
, Re , , , ,
m
N
k k k k
j j j m m m j j
m L
m j m j j j m m
R t R t G t t dt E t t k






     

    

     
         
 
      (6.18) 
де E  - одинична    матриця, ki  - символ Кронекера, матриці  kmR  та 
функціонали  kml  мають вигляд  
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     
 
 
     
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                         (6.19) 
Враховуючи ці позначення, матеріальні рівняння (6.16) подамо таким чином 
        
   































     
                          
     
                          
 
 
                 (6.20) 
Звідси випливає, що макромодель магнетоелектропружнього композиту в 
загальному випадку є анізотропною. 
Закон (6.20) в комплексному варіанті можна подати так  





i E i l k
F
        

      .          (6.21) 
Нарешті, закон (6.20) можна обернути. Маємо після елементарних 
перетворень  
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    
  
  
    
  
      
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          
      
             
          
                           (6.22) 
де  , , ,ij i j    визначаються так  
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6.4 Результати чисельних розрахунків 
 
Розглянемо волокнистий композит тетрагональної будови ( 1 22, 2i   ) 
матриця якого виготовлена із електропружного матеріалу BaTiO3, а волокно з 




Таблиця 6.1 – Параметри волокнистого композита BaTiO3/ CoFe2O3 
Матеріал 44c  15e  15h  11  11  11  
BaTiO3 943 10  11.6  0  911.2 10   0  65 10   
CoFe2O3 945.3 10  0  550  90.08 10   0  6590 10   
 
Поперечний переріз волокна має форму кола з радіусом r . Нижче для 



















   
   
   
   
   
   
   
         
, 
наводяться матриці, що містять макропараметри магнетоелектропружного 
композиту С при різних значеннях радіусу волокна. 
При 1r  : 
10 9
9 11 9 12
11 6 12 6
9
5.7007 10 -3.4357 -5.8883 1.1097 10 6.4603 -3.2651
-3.4357 3.1955 10 1.0762 10 6.4603 -6.1977 10 -3.4585 10
-5.8883 1.0762 10 1.4148 10 -3.2651 -3.4585 10 2.7691 10
1.1097 10 6.4603 -3.2651 4.7669
   
   
 
   
   
  10
9 12 9 12
12 6 12 6
10 6.5881 -1.9628
6.4603 -6.1977 10 -3.4585 10 6.5881 -6.4015 10 3.5872 10
-3.2651 -3.4585 10 2.7691 10 -1.9628 3.5872 10 -2.8617 10
   







          
 
При 0.5r  : 
10 9
9 12 9 12
12 6 12 6
9
4.5363 10 9.2357 -0.93674 -2.2556 10 4.0683 -1.7972
9.2357 -8.9367 10 1.7169 10 4.0683 3.8977 10 -2.6339 10
-0.93674 1.7169 10 -3.9943 10 -1.7972 -2.6339 10 1.7365 10
-2.2556 10 4.0683 -1.7972 4.76
   
   
 
   
   
 10
9 12 9 13
12 6 13 6
69 10 10.812 -0.31225
4.0683 3.8977 10 -2.6339 10 10.812 -6.4015 10 5.7229 10
-1.7972 -2.6339 10 1.7365 10 -0.31225 5.7229 10 -4.6648 10
   













При 0.1r  : 
10 8
8 15 10 13
15 6 13 8
8
4.3004 10 0.11596 -0.00167 -1.0923 10 0.181 -0.0792
0.11596 -1.1196 10 3.058 10 0.181 -1.7340 10 -1.1856 10
-0.00167 3.058 10 -4.9982 10 -0.0792 -1.1856 10 7.7213 10
-1.0923 10 0.181 -0.0792 4.300
   
   
 
   
   
 10 4
10 13 8 15
13 8 4 15 6
1 10 11.599 -5.559 10
0.181 -1.7340 10 -1.1856 10 11.599 -1.1199 10 1.0197 10
-0.0792 -1.1856 10 7.7213 10 -5.559 10 1.0197 10 -4.9994 10

   







           
 
При 0.0001r  : 
10 2 7
8 15 7 16
15 6 8 14
2 7 8 10
4.300 10 11.6 0 -1.0926 10 1.8104 10 -0.0792
11.6 -1.1200 10 3.058 10 1.8104 10 -1.7343 10 0
0 3.058 10 -5.0 10 -7.9173 10 0 7.7226 10
-1.0926 10 1.8104 10 -7.9173 10 4.300 10 11.6 0
1.8104 10

   
   
 
  
   
   
   
 7 16 8
14 6
-1.7343 10 0 11.6 -1.1200 10 0









        
Наведені результати підтверджують, що побудована макромодель 
композитного матеріалу є адекватною, оскільки чим менша площа волокна, тим 
отримані макропараметри наближаються до відповідних значень для матеріалу 
матриці. Одночасно, наведені дані, дають можливість стверджувати, що зі 
збільшенням співвідношення площі волокна до площі матриці макромодель 
магнетоелектропружного композиту в загальному випадку є анізотропною, при 
цьому з’являються ненульові макропараметри, що відповідають за ефекти 
зв’язаності електричних, магнітних та механічних полів на відміну від однорідного 
магнетоелектропружного середовища, де в умовах антиплоскої деформації 
п’єзоефекти не спостерігаються.  
На рисунці 6.2 наведено залежності відносних макропараметрів (відношення 
осередненого параметру КМ до відповідного параметру матриці) від радіусу 
волокна для композиції BaTiO3/ CoFe2O3 (матриця/волокно). На рисунці 6.3 
зображено аналогічні результати у випадку зворотної композиції, тобто для 
CoFe2O3/ BaTiO3. Аналіз  зазначених результатів приводить до таких висновків: 
- осереднена жорсткість отриманого КМ залежить від співвідношення площ 
матриці і волокна, у випадку волокна з більш жорсткого матеріалу (рисунок 6.2) 
жорсткість КМ збільшується при збільшенні площі волокна, в протилежній 
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композиції (рисунок 6.3) спостерігаються незначні зміни у бік зменшення 
відповідного макропараметру; 
- всі інші макропараметри   15 15 11 11 11 11/ , / , /m m me e     -рисунок 2 та 
 15 15 11 11 11 11/ , / , /m m mh h     - рисунок 6. 3  суттєво змінюються у бік зменшення і 
при площі волокна, що перевищує половину площі комірки ці параметри йдуть до 
нуля. 
 












Рисунок 6.2 - Залежності відносних макропараметрів від радіусу волокна для 
композиції BaTiO3/ CoFe2O3 (матриця/волокно). 
 











Рисунок 6.3 - Залежності відносних макропараметрів від радіусу волокна для 
композиції CoFe2O3/ BaTiO3 (матриця/волокно). 
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Наступні 2 графіки демонструють, що в композитному матеріалі, матриця 
якого виготовлена із електропружного матеріалу BaTiO3, а волокно з 
магнетопружного матеріалу CoFe2O3  (рисунок 6.4)  з’являються магнетопружні 
властивості  15 0h  . А у зворотній композиції  CoFe2O3/ BaTiO3 (рисунок 6.5)- 
електропружні 15 0e  . 
 







Рисунок 6.4 - Магнетопружні властивості композиції BaTiO3/ CoFe2O3 
 







Рисунок 6.5 - Магнетопружні властивості композиції CoFe2O3/ BaTiO3 
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На рисунках 6.6, 6.7 зображено графік зміни електромагнітного макромодуля 
11  для композицій BaTiO3/ CoFe2O3 (рисунок 6.6) та CoFe2O3/ BaTiO3 (рисунок 6.7) 
в залежності від радіусу волокна. Отримані результати вказують, що в КМ 
з’являється зв'язок між електричними та магнітними полями.  
 







Рисунок 6.6 - Електромагнітний макромодуль   
для композиції BaTiO3/ CoFe2O3 
 









Рисунок 6.7 Електромагнітний макромодуль   




6.5 Висновки по шостому розділу 
 
В третьому розділі роботи  вивчено властивості електро(магнето)пружних 
матеріалів, армованих регулярною двоякоперіодичною системою однакових 
циліндричних волокон, поперечний переріз яких довільні достатньо гладкі 
замкнуті контури. Припускається, що в структурі задані середні значення 
компонент механічних напружень, магнітної індукції  та електричної індукції. 
Загальні подання розв’язків розшукуються в класі квазіперіодичних функцій 
і описуються за допомогою дзета-функції Вейєрштраса. Гранична задача 
магнетоелектропружності  зведена до матричного  регулярного інтегрального 
рівняння, чисельний розв’язок якого реалізовано за схемою метода механічних 
квадратур.  
Метод регулярних структур узагальнено на регулярно-армоване 
магнетоелектропружне середовище і побудований алгоритм для визначення 
макроскопічних параметрів структури.  
Аналіз проведених чисельних експериментів дозволяє зробити такі висновки: 
- побудована макромодель композитного матеріалу є адекватною, оскільки 
чим менша площа волокна, тим отримані макропараметри наближаються до 
відповідних значень для матеріалу матриці; 
- зі збільшенням співвідношення площі волокна до площі матриці 
макромодель магнетоелектропружного композиту в загальному випадку є 
анізотропною, при цьому з’являються ненульові макропараметри, що відповідають 
за ефекти зв’язаності електричних, магнітних та механічних полів на відміну від 
однорідного магнетоелектропружного середовища, де в умовах антиплоскої 
деформації п’єзоефекти не спостерігаються; 
- осереднена жорсткість отриманого КМ залежить від співвідношення площ 
матриці і волокна, у випадку волокна з більш жорсткого матеріалу  жорсткість КМ 
збільшується при збільшенні площі волокна, в протилежній композиції 
спостерігаються незначні зміни у бік зменшення відповідного макропараметру; 
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- всі інші макропараметри   15 15 11 11 11 11/ , / , /m m me e     - для композиції 
BaTiO3/CoFe2O3  та  15 15 11 11 11 11/ , / , /m m mh h     - CoFe2O3/ BaTiO3   суттєво 
змінюються у бік зменшення і при площі волокна, що перевищує половину площі 
комірки ці параметри йдуть до нуля. 
- в композитному матеріалі,  матриця якого виготовлена із електропружного 
матеріалу BaTiO3, а волокно з магнетопружного матеріалу CoFe2O3  з’являються 
магнетопружні властивості  15 0h  . А у зворотній композиції  CoFe2O3/ BaTiO3 -
електропружні 15 0e  . 
 
7 ЧИСЕЛЬНИЙ ЕКСПЕРИМЕНТ МАТЕМАТИЧНОГО 
МОДЕЛЮВАННЯ МАГНЕТОЕЛЕКТРОПРУЖНОГО КОМПОЗИТНОГО 
МАТЕРІАЛУ З ТРІЩИНАМИ 
 
Магнетоелектропружні (МЕП) матеріали вперше були виявлені Ван 
Сухтеленом (1972 р) і Ван Раном (1974), які з'ясували, що феррит-
сегнетоелектричні композити володіють як п'єзоелектричною, так і п'єзомагнітною  
фазами, утворюючи електромагнітний ефект сполучення. Маючи здатність 
перетворювати механічну, електричну і магнітну енергії, МЕП матеріали 
викликають великий інтерес для дослідження в декількох областях техніки, як клас 
важливих функціональних матеріалів, таких як зонди магнітних полів, електронних 
упаковков, гідрофонів, медичного ультразвукового зображення. Проте, великим 
недоліком магнетоелектропружніх матеріалів є їх крихкість і низька в'язкість 
руйнування. Як правило, такі матеріали можуть передчасно виходити з ладу через 
наявність дефектів (таких як тріщини і отвори), що виникають в ході виробничого 
процесу і подальшої обробки. Тому велике значення має вивчення проблеми 
руйнування МЕП матеріалів. Дослідження в області механіки руйнування МЕП 
матеріалів з тріщинами почалися в ХХ столітті в роботах [7, 8, 180]. 
Ван і Мей в [181] грунтуючись на формалізмі строго розглянули задачу про 
руйнування пьезомагнетоелектричного матеріалу. В роботі [182] автори з 
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використанням концепції інтегралу взаємодії і процедури методу скінченних 
елементів розглянули ряд завдань механіки руйнування. Плоска задача магнето-
пружності для пластини з тріщинами розглянута в [183]. 
Величезний теоретичний і практичний інтерес представляє дослідження 
впливу зовнішніх кордонів тіла, що деформується на заміну інтенсивності 
напружень біля вершини гострого дефекту. Основні результати, відомі до 
сьогоднішнього часу, відносяться до випадку плоского розтягування обмежених 
пластин, ослаблених дефектами типу тріщин. У роботах [184, 185, 186] були 
продовжені дослідження в цій області. 
 
7.1 Моделювання пов'язаних фізичних полів в кусочно-однорідного 
магнетоелектропружньої півплощини з тріщинами 
7.1.1 Постановка задачі і математична модель 
 
В декартових осях 21xOx  розглядається магнетоелектропружня 
напівплощина, ослаблена в деякій скінченій області тріщинами  M,mm 1 . 
Будемо вважати, що m  - двосторонні дуги за Ляпуновим, на їх берегах задано тиск 
mp , що ропирає. 
Згідно з моделлю МЕП всі польові величини виражаються через аналітичні 
функції у вигляді 









kkkkk z,A,,Re,,  ,  







kkkk z,A,ReD,D  ,    (7.1) 







kkkk z,A,ReB,B  ,  






 .  
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Запишемо електричну і магнітну напруженості у вигляді:
















kk z,ReH,H,z,ReE,E  ,    (7.2) 
де 
        kkkkHk ,A,A,Ap  111 121113111116  .  
Механічні переміщення мають вигляд 







kkkk zq,pReu,u  ,  
де 
        kkkkk ,Ap,Ag,Assp  111 132112211112216  ,  













 111 13221222112212 


  .  
 
7.1.2 Метод анализу 
 
Розглянемо задачу механіки руйнування для верхньої 
магнетоелектропружньої півплощині, ослабленою тріщинами. 
На берегах тріщин діє тиск mp , що розпирає 
 1 2cos , sinn m n mX p X p      ,  
а нормальні компоненти векторів електричної та магнітної індукції:
 00   nn D,B .  
При розв'язанні крайової задачі використовуємо узагальнення формалізму 
розробленого в роботах [187, 188]. 
Подання аналітичної функції  kk z  побудуємо з використанням 
фундаментального рішення для півплощини [189]. Ці уявлення мають вигляд: 








n mk kL L k k
z ds ds L
z z
    
    
    
    .                   (7.3) 
Підстановка (3) в граничні умови на берегах тріщини призводять до змішаної 
системи інтегральних та алгебраїчних рівнянь 
 157 







knkRIm  ,                                               (7.4) 



























.        (7.5) 
Залежно від крайових умов на прямолінійній границі півплощини 
коефіцієнти визначаються з фундаментальних рішень. 
 
7.1.3 Приклади розрахунків 
 
Графіки залежностей коефіцієнтів інтенсивності магнетоелектропружніх 
полів для випадку прямолінійної тріщини, що обертається навколо центру на кут 
 , для вершини, що при повороті наближається до границі півплощини, наведені 
на рисунок 1 - 3. Чисельні результати отримані для тріщини довжиною 2l , 
середина якої відстоїть на відстань 11,h   від границі півплощини, на тріщину діє 
тиск  1p , що розпирає. Результати наведені для трьох різних матеріалів [190] і 
для двох різних крайових умов на прямолінійній границі півплощини. 
 
а)  б)  
Рисунок 7.1 - Коефіцієнт інтенсивності нормального відриву KI: а) межа 
півплощини вільна від сил і межує з вакуумом; б) межа півплощини закріплена. 
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а)  б)  
Рисунок 7.2 - Коефіцієнт інтенсивності поперечного зсуву KII: а) межа 
півплощини вільна від сил і межує з вакуумом; б) межа півплощини закріплена. 
 
а)  б)  
Рисунок 7.3 - Коефіцієнт інтенсивності магнітної індукції KB: а) межа 




Отримані результати свідчать, що на коефіцієнти інтенсивності фізичних 
полів впливають як фізичні характеристики матеріалів і крайові умови на границі 
півплощини, так і геометричні параметри середовища (зокрема, відстань вершини 




7.2 Плоска задача магнетоелектропружності для пластини з тріщінами 
7.2.1 Постановка задачі 
 
В якості моделі двовимірної (МЕП) середовища приймемо: 
матеріальні рівняння: 
  (7.6) 
Диференціальні рівняння рівноваги, електро та магнетостатики [191]: 
 , , , (7.7) 
 ,  (7.8) 
співвідношення Коші 
 . (7.9) 
Умова сумісності деформацій 
 . (7.10) 
До цих співвідношень необхідно приєднати відповідні механічні, електричні 
і магнітні крайові умови на кордоні тіла. 
В (7.6) - (7.10):  - коефіцієнти деформації, виміряні при постійних 
індукціях електричного і магнітного полів,  і   - п'єзоелектричні і 
п'єзомагнітні коефіцієнти деформації і напруженості, виміряні при постійних 
напруженнях і індукціях; ,  і   - коефіцієнти діелектричної, 
магнітної і електромагнітної сприйнятливості, виміряні при постійних 
напруженнях;  - вектор переміщення;  і   - тензори напружень і 
деформацій;  і  - компоненти векторів електричної та магнітної індукції;  і 
 - електрична і магнітна напруженості полів. 
Польові величини надамо у вигляді: 
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Функції  k kf z  аналитичні в своїх афінних областях kz . 
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7.2.2 Крайові задачі МЕП для тіла з тріщинами 
 
В декартових осях  розглянемо необмежену плоску 
магнетоелектропружню середу, ослаблену в деякій скінченій області тріщинами 
. Будемо вважати, що  - двостороння дуга за Ляпуновим [192], на її 
берегах задано розпирає тиск , що розпирає, а на нескінченності діють рівномірні 
поля механічних напружень розтягу і зсуву , а також електричної та магнітної 
індукції ,  і ,  відповідно (рисунок 7.4). 
Метою є побудова ефективного аналітико-числового методу, що дозволяє 
досліджувати пов'язані механічні, магнітні і електричні поля в тілі, а також 
1 20x x
 1,m m M  m
mp
ij
1D 2D 1B 2B
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характеристики руйнування в вершинах тріщин: коефіцієнти інтенсивності 
польових величин і потоки енергії в вершинах. 
 
 
Рисунок 7.4 - Пластина з тріщинами під дією рівномірних полів на 
нескінченності 
 
При розв‘язанні крайових задач використовуємо такі припущення: в 
недеформованому стані тріщина є двосторонній математичний розріз ; берега 
тріщини в процесі деформації не контактують; . 
У відповідності зі сказаним механічні, електричні і магнітні крайові умови на 
берегах розрізу  представимо у вигляді 
 . (7.15) 
Тут верхній знак відповідає лівому березі розрізу  (при русі від його 
початку  до кінця ),  - кут між додатною нормаллю до лівого берега і 
променем . 
У комплексних змінних крайові умови можна представити таким чином: 
, ,  (7.16) 
 , , , ,  
 , , , ,  
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Для розв‘язання крайової задачі теорії функцій (7.16) узагальнимо 
формалізм, розроблений в [187] при розгляданні тріщин в анізотропних 
середовищах. 
Комплексні потенціали  подамо у вигляді узагальнених інтегралів типу 
Коші 














   , (7.17) 
 1 2Re Im , Re Im ,k k k kz z z z x ix          ,       ,mk mk       
Тут  - елемент дуги в фізичній площині,  - постійні які повинні 
забезпечити умови на нескінченності,  визначаються з крайових умов на  і 
деяких додаткових умов. 
Сліди функцій (7.17) на берегах  можна визначити за допомогою формул 
Сохоцкого -Племеля. маємо 
 , (7.18) 
 , . 
 , . 
Інтеграл в (7.18) розуміється в сенсі головного значення за Коші. 
Підставляючи граничні значення (7.18) в крайові умови (7.16) приходимо до 
такої змішаної системи алгебраїчних і інтегральних рівнянь: 
 . (7.19) 
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 . 
У подальшому аналізі доцільно позбутися від алгебраїчної системи в (7.19). 
З неї випливають рівності, які в матричної формі можна представити таким чином 
 , ,  (7.20) 
 , ,   
константи  визначені в (7.16). 
Відповідно до (7.20) система інтегральних рівнянь (7.19) може бути подана в 
такій матричної формі 
 , (7.21) 
 , , 
 , 
 ,   
Таким чином, крайова задача теорії функцій (7.16) звелася до матричного 
сингулярного інтегрального рівняння першого роду (7.21) щодо дійсного вектор-
стовпця . Розв‘язання цього рівняння з фізичних міркувань знайдемо в класі 
функції з кореневими особливостями на кінцях розрізів. В цьому класі розв‘язок 
рівняння (7.21) визначається не повною мірою. Для фіксації розв‘язоку необхідно 
виконати деякі додаткові умови, які випливають з фізичних міркувань. 
З умов однозначності механічних переміщень, електричного і магнітного 
потенціалів отримуємо додаткові умови (по чотири умови на кожній тріщині) 
                                             ,                                                  (7.22) 
Таким чином, побудований аналітичний алгоритм зводиться до розв‘язання 
матричних інтегральних рівнянь (7.21) спільно з додатковими умовами (7.22). 
Останні фіксують рішення в класі функцій, необмежених на кінцях дуг . 
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Для виведення асимптотичних виразів польових величин в вершинах тріщин 
введемо параметризацію контуру  (нижче індекс m опускаємо) 
 ,  (7.23) 
Щільності , які фігурують в уявленнях (7.17), мають кореневі 
особливості. покладемо 
 . (7.24) 
Використовуючи асимптотику інтегралів типу Коші на кінцях лінії 
інтегрування (7.16), запишемо головну асимптотику функції (7.17) в вершині с. 
 ,  
 , (7.25) 
тут верхній знак відповідає кінцю тріщини , нижній ;  - початку; 
визначається за співвідношенням (7.24). 
Коефіцієнти інтенсивності польових величин визначаємо за формулами 
,  (7.26) 
За розрахунковий варіант розглядалася конфігурація, показана на рисунці 
7.5. Інтегральне рівняння (7.21) разом з додатковими умовами (7.22) за методом 
механічних квадратур зводилася до системи лінійних алгебраїчних рівнянь. 
 
 
Рисунок 7.5 - Конфігурація тріщин 
На рисунці 7.6 представлені результати розрахунків коефіцієнтів інтенсивності  
в вершинах похилої тріщини в залежності від кута при , . 
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Методом сингулярних інтегральних рівнянь розглянуто гранична задача 
електромагнетопружності для пластини з тріщинами. Отримано формули для КІН, 
електричних і магнітних величин. Встановлено необхідність обліку взаємного 
впливу електричного, магнітного та механічного полів на характеристики 
руйнування пластини в околі вершин тріщин. 
 
 
a )  b) 
Малюнок 7.6 - Графіки коефіцієнтів інтенсивності  в вершинах  
тріщин в залежності від кута α і дії  = 1 Па (a);  
і при дії електричної індукції  = 1 Кл / м2 (b). 
 
7.3 Крайова задача механіки руйнування магнетоелектропружності для 
скінченої пластини 
7.3.1 Постановка проблеми 
 
Деталі машин і елементи конструкцій у вигляді пластин різної конфігурації 
широко використовуються в інженерній практиці. Їх робочий ресурс у багатьох 
випадках обґрунтовується наявністю в таких елементах концентраторів напружень 






представляє вивчення розподілу напружень і деформацій близько таких дефектів, 
а також формування оцінки критеріїв руйнування таких елементів з 
концентраторами напружень при різних видах їх навантаження. 
В декартових осях 21xOx  розглянемо пластину, обмежену досить гладким 
замкнутим контуром 0 , що містить тріщини  Mmm ,1 . Будемо вважати, що 
тріщини розташовані випадковим чином і їх конфігурації також мають випадковий 
характер, проте m  - дуги за Ляпуновим і j . Нехай на берегах m  тріщин діє 
рівномірний тиск mp , що розпирає. На зовнішньому контурі 0  задамо достатньо 
гладкі розподілення електричного E , магнітного H  потенціалів і компоненти 
вектора механічного напруження nX1 , nX 2 . (Рисунок 7.7) 
 
 
Рисунок 7.7 - Скінчена пластина з тріщинами під дією рівномірних фізичних 
полів 
Задача полягає в побудові чисельного алгоритму, який дозволяє визначити 
залежність параметрів руйнування від властивостей матеріалу і геометрії тріщин з 
пластиною. 
 
7.3.2 Постановка завдання і метод розв‘язку 
 
Математична модель двовимірної магнетоелектроупругості містить: 























































































































 ; (7.27) 














02211  DD , 02211  BB , 1 2 2 1 0E E    , 1 2 2 1 0H H     (7.29) 
Співвідношення Коші 
 11 1 1e u  , 2222 ue  , 12 1 2 2 12e u u     (7.30) 
Умову сумісності деформацій 
 122111222221 2 eee   (7.31) 
В (7.27) - (7.31): DBij ijs s  - коефіцієнти деформації, виміряні при постійних 
індукціях електричного і магнітного полів, DBkj kjg g  і DBkj kjp p  - п'єзоелектричні і 
п'єзомагнітних коефіцієнти деформації і напруженості, виміряні при постійних 
напруженнях і індукціях; kl kl  , kl kl   и kl kl   - коефіцієнти діелектричної, 
магнітної і електромагнітної сприйнятливості, виміряні при постійних 
напруженнях;  1 2,u u u  - вектор переміщення; ij  і ije  - тензори напружень і 
деформацій; iD  і iB  - компоненти векторів електричної та магнітної індукції; iE  і iH  
- електрична і магнітна напруженості полів. 
До цих співвідношень необхідно додати відповідні механічні, електричні і 
магнітні крайові умови на повній кордоні багатозв‘язної області 
0 , m   Mm ,1 ,  0 ,  ij    i j  
Механічні крайові умови 
 1 1
o
nX f   ,  22 fX on  , 1 cosmn mX p 


  , 2 sin
m
n mX p     ,  1,m M  .  (7.32) 
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Тут верхній знак відповідає лівому берегу розрізу m  (при русі від його 
початку ma  до кінця mb ),   - кут між позитивною нормаллю до лівого берега і 
променем 1Ox , 
Електричні і магнітні крайові умови 
  3
o








  (7.33) 
Крайова задача зводиться до задачі теорії функцій комплексного змінного. 
Комплексні уявлення польових величин мають вигляд [187] 
       
4
2
11 12 22 11
1
, , 2Re , ,1 1,k k k k k
k
A z     

   , 




, 2Re , 1 1,k k k k
k
D D A z 

   ,  




, 2Re , 1 1, ,k k k k
k
B B A z 

   , (7.34) 




, 2Re 1, Ek k k k
k
E E z 





, 2Re 1, Hk k k k
k
H H z 

    




, 2Re ,k k k k
k
u u p q z

   
1 2z x ix  , Re Imk kz z z   
де  k kz  - аналітичні функції своїх комплексних змінних, k  -характерістіческіе 
числа, величини  1,ij kA  , Hk  і Hk , kp , kq  комплексні величини, що залежать від 
властивостей матеріалу пластини. 
Крайові умови (7.32) - (7.33) на 0  і m    представимо в спільному вигляді 





2Re nk k k nk
k
R a F 

  , 00 k  ( 1,4)n    




2Re nk k k nk
k
R a F  








      cos sinkka       (7.35) 
де nkR , 0nkR   - елементи матриць матеріальних коефіцієнтів, 0nF , nF   - компоненти 
векторних функцій, що задають граничні умови. 
Для розв‘язання крайової задачі теорії функцій (7.34) - (7.35) скористаємося 
узагальненням формалізму, розробленого в [183]. Комплексні потенціали  k kz  
подамо у вигляді узагальнених інтегралів типу Коші 
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       
 




1 1 , 1,4
2 2
k k k k
k k
k k k k k k
d d
z k
z a z a
     
      
   
    (7.36) 
Підстановка граничних значень на відповідних контурах (7.36) в граничні 
умови (7.35) приводить до змішаної системи алгебраїчних і сингулярних 
інтегральних рівнянь щодо шуканих щільності  0k   і  1k  : 





Im 0, Im 0nk k nk k
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R R   
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     1,4n    










k k k k k
a
R ds ds F
     
      
 
     
     










k k k k k
a
R ds ds F
     
      
 
     
    (7.37) 
Re Imk k     ,       ,mk k m       
















Re Imk k     , 0    
тут ds  і 0ds  - елементи дуг 0  і    у фізичній площині, відповідно. 
Для замикання розв‘язку залучимо умову однозначності переміщень, 
електричних і магнітних потенціалів 
























    (7.38) 






















  ,  1,m M  
 
 
7.3.3 Характеристики руйнування в вершинах тріщин  
 
У механіці руйнування коефіцієнти інтенсивності механічних, електричних і 

















      (7.39) 
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З урахуванням асимптотики інтегралів типу Коші в околиці кінців лінії 
інтегрування, коефіцієнти інтенсивності (7.40) є функціоналом рішень системи 
(7.37) 
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 .  
У концепції руйнування Гриффитса [195] принципове значення має величина 
енергостока (потоку енергії) в вершину тріщини при її просуванні в тілі. Якщо 
тріщина знаходиться в магнетоелектропружньому середовищі, то крім механічної 
енергії, в потік енергії може входити електрична і магнітна енергії, що 
вивільняються при її просуванні. Формулювання критерію руйнування залежить 
від виду електричних і магнітних умов на берегах тріщини. 
Потік енергії необхідний для просування тріщини за вершину с, на малу 
величину уздовж дотичної визначається формулою 

















1  (7.41) 
де  0ij ,  0jD ,  0jB  - визначені до просування тріщини, а  1iu ,  Ei ,  Hi   - стрибки 
відповідних величин на відрізку cc . 
Умова поширення тріщини набуде вигляду 



























12   (7.42) 
де γ - щільність поверхневої енергії. 
Величина енергостока в кожну вершину є квадратична форма змінних iK . 
Можемо записати (підсумовування за i та j) 
  4,1,2  jiKK jiij , (7.43) 
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де BDIII KKKKKKKK  4321 ,,,  і ij  - коефіцієнти, що залежать від матеріальних 
констант магнетоелектричної кераміки. 
 
7.3.4 Результати розрахунків 
 
Розглянемо випадок, коли границя пластини вільна від сил і межує вакуумом, 
а на поверхні тріщини діє тиск 1p , що розпирає. Для двох контурів пластини 
наведені графіки залежностей щільності γ поверхневої енергії в вершинах тріщини 
від характеристики параметризації прямолінійною тріщини 2p  
    0,11, 1221  piheipp i   , 
відповідні зміни нанесені на графіках, як вбудовані малюнки для максимального 
значення 2p , яке розглянуто в даних результатах. Результати наводяться для трьох 
різних матеріалів [190] в двох вершинах тріщини, відповідні позначення ліній 
наведені в легенді до графіків. Розглянуті пластини мають близькі характерні 
розміри. 
 
         
Рисунок 7.8 - Щільність поверхневої енергії γ в вершинах тріщин в 







З результатів випливає, що коефіцієнти інтенсивності і, як результат, 
щільність поверхневої енергії в вершинах тріщин суттєво залежить від матеріалу 
пластини, а також на характеристики руйнування впливають і геометричні 
параметри, зокрема, відстань від вершини тріщини до контуру пластини. 
 
7.4 Висновки по сьомому розділу 
 
Розв’язана крайова задача теорії пружності для скінченої і нескінченої 
анізотропних пластин і анізотропного півпростору, в деякій обмеженій області 
яких є множинні тріщини. Положення і форма тріщин мають випадковий характер. 
Задача зведена до системи сингулярних інтегральних рівнянь першого роду з ядром 
Коші, яка розв’язана чисельно методом механічних квадратур. Коефіцієнти 
інтенсивності напружень і енергостоки в вершинах кожної тріщини визначені у 
вигляді функціоналів на розв’язках цієї системи. 
В рамках комплексної моделі двовимірної магнетоелектропружності 
розглянута крайова задача механіки руйнування для МЕП пластини та півплощини, 
ослаблених тріщинами. Виписано комплексні уявлення механічних, магнітних і 
електричних польових величин. Крайова задача для N тріщин зведена до системи з 
N матричних сингулярних інтегральних рівнянь першого роду з ядром Коші і N 
додаткових матричних умов. Для прямолінійної довільно орієнтованої тріщини 
отримано точний розв'язок крайової задачі. Виведені асимптотичні формули для 
коефіцієнтів інтенсивності механічних, електричних і магнітних величин, а також 
енергостоків у вершини дефектів. Розглянуто приклади розрахунків для декількох 
таких конфігурацій. 
Розглянуто крайову задачу руйнування скінченої магнетоелектропружної 
пластини, ослабленої тріщинами. Задача зведена до змішаної системи алгебраїчних 
рівнянь, сингулярних інтегральних рівнянь, додаткових умов і вирішена методом 
механічних квадратур. Розглянуто пластини у вигляді трикутника, квадрата і 
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еліпса, і тріщини в формі прямої і параболи. Отримано результати ефектів 
зв'язності магнетоелектропружних полів, граничні дефекти, які виникають в 
околиці границі пластини, коефіцієнтів інтенсивності польових величин, а також 






У роботі вирішений ряд важливих науково-технічних завдань, які включають 
в себе обґрунтування моделей і методик розрахунку напружено-деформованого та 
термопружного стану багатошарових оболонок обертання з міжшаровими 
дефектами структури та побудовано структурну математичну модель 
магнетоелектропружного композитного матеріалу с тріщинами. Розроблені 
алгоритми, програми, методики досліджень та отримані на їх основі теоретико-
експериментальні результати показали наявність нових особливостей 
деформованого стану розглянутих конструкцій. 
1. Створено методику дослідження термопружного стану багатошарових 
оболонок обертання, коли на одній частині міжфазної  поверхні контакту суміжних 
шарів виконуються умови ідеального контакту, а на іншій спостерігаються ділянки 
з неідеальним контактом (непроклеї, розшарування, проковзування).  
2. Побудовано замкнену систему диференціальних рівнянь та відповідні 
крайові умови незв'язаної стаціонарної задачі термопружного деформування 
багатошарової композитної оболонки, що дозволяють врахувати деформації 
поперечного зсуву і трансверсального обтиснення, забезпечити умови механічного 
і теплового сполучення шарів і умови термомеханічного навантаження на лицьових 
поверхнях такої оболонки. 
3. Розроблено та апробовано методику визначення інтегральних 
термопружних характеристик композитів шаруватої структури. Запропоновано 
алгоритм визначення коефіцієнтів теплового лінійного розширення та 
теплопровідності багатошарового анізотропного матеріалу. Це дозволило на основі 
класичної теорії пружності анізотропного тіла розробити чисельно-аналітичний 
підхід розв’язання термопружних незв’язних крайових задач для циліндричних 
товстостінних оболонок за умови як ідеального, так і неідеального контакту 
суміжних шарів по сполученим поверхням. Встановлено вплив температурних 
навантажень та схем армування окремих шарів на напружено-деформований стан 
багатошарової циліндричної оболонки, виготовленої із композиційних матеріалів. 
 175 
4. Розв’язано задачу конструкційної міцності і створено методику визначення 
граничного внутрішнього тиску багатошарових циліндричних оболонок, 
досліджено напружено-деформований стан склопластикових труб в зоні їх 
з’єднань. Відзначається, що руйнування з'єднаннь можливо через низьку граничну 
міцність клейового шару при деформаціях зсуву і трансверсального відриву. Щоб 
забезпечити можливість перерозподілу навантажень між композиційними 
циліндрами, що з'єднуються, і муфтою при внутрішньому тиску, потрібно створити 
їх надійне зчеплення з подальшим спільним деформуванням за рахунок 
підвищення адгезійних властивостей клейового шару. Ці умови можна виконати, 
приймаючи конструктивні рішення в плані зміни форми з'єднання та способів 
підготовки поверхні кінців циліндрів. Методом тензометрування досліджено 
деформований стан труб зі склопластику з дефектами структури матеріалу, 
фланцеві та клейові типи з‘єднань таких труб. Порівняння теоретичних та 
експериментальних результатів доводять адекватність обраної розрахункової 
моделі. Отримані за допомогою модифікованого поліноміального критерію 
міцності теоретичні значення величин граничного тиску, при якому відбувається 
руйнування склопластикової труби в точках контакту її поверхні з металевими 
фланцями, дозволяють стверджувати, що застосування дюралюмінієвих фланців у 
порівнянні зі сталевими фланцями збільшують граничний тиск майже на 25%. 
Таким чином, варіюючи жорсткістю фланців, можна досягти оптимальних умов 
роботи розглянутої конструкції склопластикової труби.  
5. Доведено, що за рахунок ефективного виконання композитних бандажів та 
визначення їх реальних фізико-механічних характеристик можна домогтися 
відновлення несучої здатності дефектної ділянки трубопроводу, хоча її ступінь 
обмежується зовнішнім бандажем з композитного матеріалу, що забезпечує 
безпеку трубопроводу при максимально припустимому робочому тиску. 
6. Вивчено властивості електромагнетопружних матеріалів, армованих 
регулярною двоякоперіодичною системою однакових циліндричних волокон, 
поперечний переріз яких довільні достатньо гладкі замкнуті контури за умови, 
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якщо в структурі задані середні значення компонент механічних напружень, 
магнітної індукції  та електричної індукції.  
7. Загальні подання розв’язків визначені в класі квазіперіодичних функцій. 
Гранична задача магнетоелектропружності зведена до матричного регулярного 
інтегрального рівняння, що розв’язується чисельно методом механічних квадратур. 
Побудований алгоритм для визначення макроскопічних параметрів структури на 
основі узагальненя методу регулярних структур на регулярно-армоване 
магнетоелектропружне середовище.  
8. Побудована макромодель композитного матеріалу є адекватною на основі 
аналізу макропараметрів, що відповідають за ефекти зв’язаності електричних, 
магнітних та механічних полів. Визначена осереднена жорсткість КМ. Доведено її 
залежність від співвідношення площ матриці і волокна. 
9. Розв’язана крайова задача теорії пружності для скінченої і нескінченої 
анізотропних пластин і анізотропного півпростору, в деякій обмеженій області 
яких є множинні тріщини. Задача зведена до системи сингулярних інтегральних 
рівнянь першого роду з ядром Коші, яка розв’язана чисельно методом механічних 
квадратур. Коефіцієнти інтенсивності напружень і енергостоки в вершинах кожної 
тріщини визначені у вигляді функціоналів на розв’язках цієї системи. 
10. В рамках комплексної моделі двовимірної магнетоелектропружності 
розглянута крайова задача механіки руйнування для МЕП пластини та півплощини, 
ослаблених тріщинами. Виписано комплексні уявлення механічних, магнітних і 
електричних польових величин. Крайова задача для N тріщин зведена до системи з 
N матричних сингулярних інтегральних рівнянь першого роду з ядром Коші і N 
додаткових матричних умов. Для прямолінійної довільно орієнтованої тріщини 
отримано точний розв'язок крайової задачі. Виведені асимптотичні формули для 
коефіцієнтів інтенсивності механічних, електричних і магнітних величин, а також 
енергостоків у вершини дефектів. Розглянуто приклади розрахунків для декількох 
таких конфігурацій. 
11. Розглянуто крайову задачу руйнування скінченої магнетоелектропружної 
пластини, ослабленої тріщинами. Задача зведена до змішаної системи алгебраїчних 
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рівнянь, сингулярних інтегральних рівнянь, додаткових умов і вирішена методом 
механічних квадратур. Розглянуто пластини у вигляді трикутника, квадрата і 
еліпса, і тріщини в формі прямої і параболи. Отримано результати ефектів 
зв'язності магнетоелектропружних полів, граничні дефекти, які виникають в 
околиці границі пластини, коефіцієнтів інтенсивності польових величин, а також 
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